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MNOZICE

Osnovne definicije:

e Mnozica A je podmnozica B (A C B), ¢e je za vsak z € A tudi z € B.

e Mnozici A in B sta enaki (A = B) natanko tedaj, ko je A C B in B C A.
e Mo¢ mnozice A (|A| =m(A)) je enaka Stevilu elementov v mnozici.

e Unija mnozic: AUB = {xz; z € AVz € B}.

e Presek mnozic: ANB = {z;x € ANz € B}.

e Mnozici A in B sta disjunktni, ¢e je AN B = (.

e Razlika mnozic: A— B={z;x € ANz ¢ B}.

e Komplement mnozice: A =A=U—-A={zecl;x ¢ A}.

e Simetri¢na razlika mnozic: AA B:=(A—-B)U(B—A)=(AUB)—- (ANB).
e Potencna mnozica: P(A) = {X; X C A}.

e Ce je |A| = n, potem je |P(A)| = 2.

e Kartezi¢ni produkt mnozic: A x B = {(x,y); z € A,y € B}.

e
C
C

d

Slika 1: a) Unija mnozic AU B. b) Presek mnozic AN B. c¢) Razlika mnozic A — B. d) Simetri¢na
razlika mnozic A A B.

Lastnosti unije in preseka:

e Komutativnost preseka in unije: AN B = BN A, AUB = BUA.

e Asociativnost preseka in unije: AN(BNC)=(ANB)NC, AU(BUC)=(AuB)UC.
e Distributivnost: (ANB)UC =(AUC)N(BUC), (AUB)NC=(AnC)u(BnNC).

e DeMorganova zakona: (AN B)¢ = AY U BY, (AuB)Y = AN BC.

Veljajo enakosti: A— B =ANBC, (A9 =4, ANA® =0, AUA® =U, AND =0, AUD= A,
ANU=A, AUU=U.



1. Dana je univerzalna mnozica Y = N ter mnozice A = {2n;n € Nyon < 4}, B = {n;n €
N, nprastevilo,n < 7} in C = {n; n € N,nliho,n < 10}. Dolocite elemente mnozic A N B,
BUC, B—C, Ax B in P(B).

Elementi mnozic: A ={2,4,6,8}, B={2,3,5} in C = {1,3,5,7,9}. Iskane mnozice:
ANB=1{2}, BUC=1{1,2,3,5,7,9}, B—C=1{2},
Ax B=1{(2,2),(2,3),(2,5),(4,2),(4,3),(4,5),(6,2),(6,3), (6,5), (8,2),(8,3),(8,5)},
P(B) ={0,{2},{3}.{5}.{2,3}.{2,5},{3,5},{2,3,5}}.

2. Dana je univerzalna mnozica Y = N ter mnozice A = {2n; n € N}, B ={n; n € N,5 <n < 15},
C ={1,2,3}, D = {n; n € N,nprastevilo,n < 13} in E = {a,b}. Dolocite elemente mnozic A,
ANB,CUD, D—C,CxE inP(C). Ali je D C B?

Elementi mnozic: A vsa soda stevila, B = {5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15} in D = {2,3,5,7,11}.
Iskane mnozice:

AC={2n—1:neN}, ANB=1{6,810,12,14}, CUD = {1,2,3,5,7,11},
D—-C={57,11}, Cx E={(1,a),(2,a),(3,a),(1,b),(2,b),(3,b)},
P(C) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. Mnozica D ni podmnozica mnozice B.

3. Dokazite DeMorganov zakon (AU B)¢ = A N BC.

Vzamemo poljuben element z iz mnozice (AU B)Y. Ker velja
re(AUB) ez2¢ AUBsxz¢ ANz ¢ Bexe AYNBY,

je element x tudi v mnozici A N BY in zato je (AU B)® C A N BY. Ker veljajo ekvivalence
in ne samo implikacije, je tudi A® N B¢ C (AU B)Y, zato velja (AU B)¢ = A“ N BC.
4. Dokazite distributivnostni zakon (AN B)UC = (AU C) N (BUCQC).

Vzamemo poljuben element z € (AN B) U C. Ker velja

re(ANB)UC & ze€eAnBvzel
& (reANzeB)Vozel
& e AUCAze BUC
& rze(AUuC)N(BUC),

je (ANB)UC C (AUC)N (BUC). Zaradi ekvivalenc na vseh korakih velja tudi obratna
vsebovanost, zato sta mnozici enaki.

5. Poenostavite izraze A — (A — B), (ANB)U (AN B®) in (A—C)U (B - C).
a) A—(A-B)=An(ANBY)Y=An(A°UB)=(AnNA°)U(ANB)=ANB
b) (ANB)U(ANBY) =An(BUBY) =A
c) (A-C)U(B-0)=(AuC)n(BuCY =(AUuB)NCY =(AUB) -C
6. Dolocite potenéne mnozice za mnozice {a,b,c}, P(0) in {1,{1,2},{3}}.
a) P({a,b,c}) = {0, {a}, {b},{c},{a,b},{a, c},{b, c},{a,b,c}}
b) P(P(0)) = P({0}) = {0,{0}}
c) P({1,{1,2},{3}}) = {0, {1}, {{1, 23}, {{3}}, {1, {1, 2} }. {1, {3} }, {{1. 2}, {3} }. {1. {1, 2}, {3}}}



7. (&) Dokazite, da velja enakost (A — B) x C = (A x C)— (B x O).
Najprej dokazemo vsebovanost C:

x€(A-B)xC z=(u,v),uec A-ByveC
ue Au¢ BveC
x=(u,v) € AxC,x¢ BxC

x€(AxC)—(BxC)

R

Nato dokazemo Se vsebovanost D:

r€(AxC)—(BxC) = z€AxCx¢ BxC
= z=(u,v),uc A,veC,u¢B
= ueA-Bvel
= z=(u,v)e(A-B)xC

8. Naj bodo U = R univerzalna mnozica, f,g : R — R preslikavi in A = {x € R; f(z) = 0
B = {z € R;g(z) = 0}. Izrazite z mnozicama A in B mnozice resitev enacb f(x) - g(z) =
F(@) + g% (2) = 0 in ¢*(z) - f*(z) + g*(2) = 0.

a) O ={z; f(z)-g(x) =0} ={x; f(z) =0Vyg(z) =0} = AUB
b) D = {5 f*(x) + ¢*(z) = 0} = {&; f(2) =0Ag(z) =0} = ANB
) E={z; ¢* (@) f}(2) + ¢*(x) = 0} = {z; ¢°(2)(f*(2x) +1) =0} = {z; g(x) =0} = B
9. Naj bo U = [0, 37) univerzalna mnozica. Dane mnozice A = {z; sinz < 0}, B = {x; cosz < 0}

in C = {x; tgr > 0} zapisite kot intervale oz. unijo intervalov ter doloc¢ite A N B, AN C in
BCuC.
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Mnozice kot intervali
A = (m,2n), B:(%,?’”)U(B—7r 3n), C:(O,E)U(W,?’—”)U@ﬂ,g’—”).
Sledi

AﬂB:(T‘—?%r)? ACQO:(()?E)U(QW 5l)7 BCUC:[O,E]U(TF 5i]

k]
|on

Slika 2: Grafi funkcij sinz, cosz in tgz na intervalu [0, 37].



REALNA STEVILA

Pravila za razstavljanje izrazov:

Razlika kvadratov: a? — b? = (a — b)(a + b).

Vsota, razlika kubov: a® + b3 = (a & b)(a® F ab + b?).

Kvadrat vsote, razlike: (a +b)? = a® + 2ab + b%.

Kub vsote, razlike: (a & b)3 = a® & 3a?b + 3ab® £ b3.

Pravila za racunanje s potencami:

xn m anrm?
n
x _
— xn m7
xrm
(:L,n)m — :L,nm’

Pravila za racunanje s koreni:

Kvadratna enacba:

ar? +br+c=0,

—b+ Vb2 —4dac
T19 = .
’ 2a

Absolutna vrednost:

Pravila za racunanje z logaritmi:

e Vsota logaritmov: log,x + log,y = log,zy.
e Razlika logaritmov: log,r — log,y = logai.

e Logaritem potence: log,xz" = rlog,z.

Krivulje drugega reda:

e Kroznica: (x —p)? + (y — q)* = 2.

RV Y]
(Jfag?) _|_ (beQ) — 1

e Elipsa:

e Hiperbola: 2P _ (o0 — 4

e Parabola: y? = 2pz.



ENACBE IN NEENACBE
1. Resite naslednje kvadratne enacbe.
a) 222+ 7x—15=0

To je kvadratna enacba, ki ima dve resitvi

—7+494+120 7413
4 - 4

12 =

3

Torej: 1 = =5 in w9 = 3.

b) 322 —22+3=0
Enacba ima dve konjugirano kompleksni resitvi: 12 =2+ iv2.

2. Resite naslednje enacbe s koreni.
a) V3r2—Tr+3=1—=x

Enacbo kvadriramo in dobimo kvadratno enacbo 2z% — 5z 4+ 2 = 0, ki ima dve resitvi:

T = % in xo = 2. Le prva je tudi reSitev prvotne enacbe.

b) Vbr+1—+2x+3=+7z—20

Enacbo najprej dvakrat kvadriramo.
524+1—2y/(5x+1)2z+3)+2x+3 = Tz —20

V9102 + 172 +3 = 12

1022 + 172 — 141 = 0

Dobljena kvadratna enacba ima reSitvi x1 = 3 in x9 = —%, vendar je samo prva reSitev
dobra tudi za prvotno enacbo, saj pri drugi dobimo koren iz negativnega Stevila.

¢) Vi+V2r—1+Vr—2x—1=2
Enac¢bo kvadriramo in uredimo.

z4+V22r—-14+2V22-22+14+2—-V2xr -1 = 2

(x—1)2 = 1—=x
lt—1 = 1-=z
r < 1

Pogoj, da je koren definiran, je 2z — 1 > 0 oz. x > % Resitev je torej zaprt interval [%, 1].
3. Resite enacbe z absolutno vrednostjo.
a) r+|r+1 =3
Loc¢imo dva primera.
r+1>200z. 2> -1 = x+4+zx+1=3, resitev je x = 1.
r+1<0o0z. < -1 = x—2x—1=3, niresitve.
Skupna resitev je unija resitev obeh primerov: x € {1}.
b) [+ 1]+ |z —1=2
Loc¢imo tri primere.
r<—-1 = —zrz—-1—z+1=2 oz. x = —1, ni reSitve.
—1<z<1l = z+1—2+4+1=2, oz. 2 =2, resitev je [—1,1).
xr2>21 = z+14+x—-1=2, oz. x =1, reSitev je x = 1.

Skupna resitev: x € [—1,1].



4. Poisc¢ite mnozico resitev naslednjih neenacb.
a) {r;2r<zr+1<2x—-1}

To je sistem dveh neenach. Prva neenacha 2z < x 4 1 ima reSitev « < 1, druga neenacba
x4+ 1< 2z —1pax > 2 Presek teh dveh resitev je prazen, zato sistem nima resitve, oz.
resitev je (0.

b) {z;x—-5<2x-3<z+2}
Prva neenacba x — 5 < 2z — 3 ima reSitev x > —2, druga neenacba 2z —3 <z +2 pa z < 5.
Resitev sistema je presek teh dveh resitev, torej interval x € (—2,5].

c) {z; z(z —5) < —6}
Po ureditvi dobimo kvadratno neenaébo x? — 5z + 6 = (z — 2)(x — 3) < 0, ki ima za resitev

interval z € (2,3). Pri reSevanju kvadratnih neenacb si lahko pomagamo graficno tako, da
skiciramo parabolo.

d) {a: 21 > 0}

Nenenacbo najprej mnozimo z (z — 1)2, kar je vedno pozitivno, zato se znak neenakosti
ne spremeni. Seveda mora biti x # 1, da ne delimo z 0. Dobimo kvadratno neenaébo
(x —1)(x 4+ 1) > 0, ki ima za reSitev unijo intervalov z € (—oo, —1) U (1, 00).

5. Resite naslednje neenacbe.
a) Vr++vr+1>3

Neenacbo dvakrat kvadriramo in uredimo. Upostevamo pogoja > 0in z + 1 > 0.

z+2y/z(z+1)+z+1 > 9

Vii+z > 44—z
2?+z > 16— 8z + 22
S 16
z -

9

b) VI9—z—Vzr+1>2

Neenacbo dvakrat kvadriramo in uredimo.

19—z+2/19—z)(z+1)+z+1
V=22 4+ 18z + 19

2 — 18z + 45

(x—=3)(x—15) > 0

VoAV
o o

Resitev kvadratne neenacbe je unija intervalov z € (—o0,3) U (15,00). Z upostevanjem
pogojev x <19, 2 > —1,in19—2x >z + 1, 0z. x <9, dobimo resitev prvotne neenacbe:
x € [—1,3).

c) 25 <3

Neena¢bo mnozimo z (x — 2)? in uredimo.

2z —3)(z—2) < 3(z—2)?

202 —Te+6 < 322122+ 12
2 —5x4+6 > 0
(x—2)(x—3) > 0

Resitev je unija intervalov z € (—o00,2) U [3,00). Opazimo, da = 2 ni resitev, saj bi sicer
delili z 0.



6. Resite naslednje neenacbe z absolutno vrednostjo.
a) [2z+ 3| < |4z — 3|

Loc¢imo tri primere.

x < —% = —2x—3< —4x+3, oz. x < 3, reditev je (_OO’_%)'
—3<r<? = 2043<-4r+3, oz. 2 <0, resitev je [3,0].
>3 = 2w43<4r—3, oz x> 3, resitev je [3,00).

Skupna resitev: x € (—o0,0] U [3, 00).
b) x —|z| <|z+5|—13

Loc¢imo tri primere.

r<-=5 = z+4+zx<-—x—5-13, oz. x < —6, resitev je (—oo, —6).
—-5<zr<0 = z+x<zx+5-—13, oz. z < —8, ni resitve.
x>0 = z—x<zx+5-13, oz. x > 8, resitev je (8, 00).

Skupna resitev: x € (—oo0, —6) U (8, 00).
c) [#2+3x—1|<3

Neenacbo zapisemo kot sistem dveh neenach: —3 < 22 4+ 3z — 1 < 3. Prva neenacba

2 4+3r-1 > -3
2?43z +2=(x+1)(z+2) > 0

ima resitev x € (—o0, —2) U (—1,00). Druga neenacba

2?2+3z-1 < 3
243z —4=(z—-1D(x+4) > 0

pa ima resitev x € (—4,1). Resitev sistema dobimo kot presek gornjih resitev in jo zapisemo
kot unijo intervalov z € (—4, —-2) U (—1,1).

d) (&) ‘213;\ —4j <2

V tem primeru imamo dve gnezdeni absolutni vrednosti. Najprej lo¢imo dva primera za
notranjo absolutno vrednost.
I > 0: Neenacba se glasi |2z — 4| < 2. Lo¢imo dva podprimera.
Ii 2¢0—4>00z. 2>2
Tedaj je 2z — 4 < 2, torej = < 3 in dobimo resitev z € [2, 3).
Lii 2z —4<0o0z <2
Tedaj je —2z +4 < 2, torej = > 1 in dobimo resitev z € (1,2).
Resitev tega primera je interval (1, 3).
IT x < 0: Neenacba se glasi | — 2z — 4] < 2. Lo¢imo dva podprimera.
II.i 2x—4>00z. < -2
Tedaj je —22 — 4 < 2, torej x > —3 in dobimo resitev z € (-3, —2].
IIii 2z —-4<0o0z. > -2
Tedaj je 2z + 4 < 2, torej © < —1 in dobimo resitev x € (=2, —1).
Resitev tega primera je interval (—3,—1).

Skupna resitev prvotne neenacbe je unija obeh resitev: x € (—3,—1) U (1, 3).



7. Narisite podmnozice v ravnini.

a) {(z,y); 1 <2®+y* <9}

z? +y? = r%: enacba kroznice z radijem r

x? + 3% < r?: enacba notranjosti kroga z radijem r

22 +y? > r2: enacba zunanjosti kroga z radijem r

Mnozica predstavlja kolobar med koncentriénima kroznicama z radijema 1 in 3 in sredis¢em
v izhodis¢u. Notranja kroznica je vkljucena, zunanja pa ne.

2 2
b) {(z.0): 5+ <Ly> L}

22 | 2 y . . :
%3 + 3z = 1: enacba elipse z glavnima polosema a in b.
Mnozica predstavlja unijo obmocij znotraj elipse s polosema 2 in 3 nad hiperbolo.
o) {(zy)y=a®—4,(x—1)°+ (y+1)* <4}
(x —a)? + (y — b)? = r?: enacba kroznice z radijem 7 in sredigéem v tocki (a, b)
Mnozica predstavlja obmocje znotraj kroznice z radijem 2 in sredis¢em (1, —1) nad parabolo.

d) {(z,y);xr—2y+4>0,22+3y+6>0,y+2>0,y —2<0,2—-5<0}

Mnozica predstavlja presek petih polravnin, ki so omejene s premicami y = § + 2, y =
—%—2,yz—2,y:21nx:5.

e) {(z,y);2+2—222—23>9y,y> 5+ 1}
Mnozica predstavlja dve obmo¢ji, ki lezita nad premico in pod grafom polinoma.

) {(z,y); 2] + |y <1}
Neenacbo z absolutnimi vrednostmi resimo na vsakem kvadrantu posebe;j.
I1z2>20y>0z+y<loz. y<-—-z+1
I 2<0,y>0: —z4+y<loz. y<z+1
Il 2 <0, y<0: —z—y<loz. y>—-xz—1
IVz2>20,y<0iz—y<loz. y>zx—1

Mnozica predstavlja obmocje, ki je omejeno s Stirimi premicami.

a) b) C)

RN
j

;
" 2N
>

d) e)

o Wl

—2 ? e /g

o

f)

~43

£
P

Slika 3: Slike obmodij.



MATEMATICNA INDUKCIJA

Princip matematiéne indukcije:

Ce trditev velja za naravno stevilo 1, ter ¢e ob predpostavki, da velja za naravno stevilo n, velja
tudi za naravno Stevilo n + 1, potem trditev velja za vsa naravna Stevila.

8. 7Z matemati¢no indukcijo dokazite naslednje enakosti.
a) 1-2+42-3+---+n-(n+1)= n(n+1§(n+2)

Baza indukcije za n = 1.

Leva stran (1 -2 = 2) je enaka desni (ig?’ = 2), zato enakost za n = 1 velja.

Indukcijski korak n — n + 1.

Za indukcijsko predpostavko vzemimo, da enakost velja za naravno stevilo n
n(n+1)(n +2)

1-242-3+---4+n-(n+1)= 3 )

Dokazujemo, da enakost velja tudi za naravno Stevilo n + 1

1242 3+ +n-(n+D)+n+1) (n+2) = (”H)(”‘:;Q)(”*?’),

7 uporabo indukcijske predpostavke na prvem koraku dobimo

124234 4n-(n+1)+(n+1)-(n+2) = n(n+1§(n+2)+(n+1)(n+2)
(n+1)(n+2)(n+3)

3 .

Enakost je s tem dokazana za vsa naravna Stevila.

b) 14+2+22 ... 427" l=2"_1

n=11=2'-1v.
n — n + 1: Indukcijska predpostavka: 1 +2 422 +... 27~ =27 1. Velja

1424224 42m 4 2m=2" — 142" =2.2" — 1 =2""1 — .

C) 12 + 92 bt n? — n(n+1)6(2n+1)
n=1: 12:%:1\/.
n — n + 1: Indukcijska predpostavka: 12 +22 + ... +n? = w. Velja

242244024 (n+1)2 = n(n+1>6(2n+1) +(n+ 1)
(n+1)(2n% + Tn + 6)
6
(n+1)(n+2)(2n+3)

5 .

9. Z indukcijo pokazite, da Stevilo deli dan izraz.
a) 9|+ (n+1)3+ (n+2)3

Pri n = 1 je vrednost izraza enaka 13 + 23 + 33 = 36, torej deljiva z 9. Indukcijsko
predpostavko zapiSemo v ekvivalentni obliki

n® + (n+1)* + (n +2)* = 9k.

10



Dokazujemo, da je tudi izraz za n + 1 oblike (n + 1)3 + (n + 2)3 + (n + 3)3 = 9%’. Velja

n+134+m+22+n+3)3 = n+1)2+n+2)3+n®+9n? +27n +27
= 9k +9n%+27n +27
9(k 4+ n*+3n+3) = 9%

Indukcijsko predpostavko smo uporabili na drugem koraku.
b) (&) 133[117F 4 12201

Pri n = 1 je vrednost izraza enaka 112 4 12! = 133, torej deljiva z 133. Indukcijsko
predpostavko zapiSemo v ekvivalentni obliki

117t 4 12271 — 133k,

Dokazujemo, da je tudi izraz za n + 1 oblike 1172 + 1227+ = 133k’. Velja

11n+2 + 122n+1 — 11 . 11n+1 + 122 . 12277,71
= 11(11"M 412271 4133 1227t
133k

= 133(11k + 122771 = 133K
Indukcijsko predpostavko smo uporabili na drugem koraku.
c) (&) 120|n° —5n® +4n, n >3

Prin = 3 je vrednost izraza enaka 243 —135+12 = 120. Indukcijsko predpostavko zapisemo

v ekvivalentni obliki
n® — 5n® + 4n = 120k.

Dokazujemo, da je tudi izraz za n + 1 oblike (n+1)® —5(n + 1) +4(n + 1) = 120k". Velja

(n+1)°%=5(n+17>+4n+1) = n®—>5n+4n+5nt + 1003 — 502 — 10n
~—_——
120k

= 120k +5(n — D)n(n + 1)(n + 2) = 120%'.

Indukcijsko predpostavko smo uporabili na prvem koraku. Poleg tega smo v zadnjem koraku
upostevali dejstvo, da je produkt Stirih zaporednih naravnih Stevil deljiv s 24.

10. Z matemati¢no indukcijo dokazite neenakost n < 2".

n=11<2'v.
n — n + 1: Indukcijska predpostavka n < 2". Velja

n+1<2t 42" =2.9" =9ntl

11. Pokazite, da ima konéna mnozica z n elementi 2" podmnozic.

Mnozica z enim elementom ima natanko 2! = 2 podmnozici: prazno in samo sebe.
Privzemimo, da ima mnozica z n elementi 2" podmnozic. Vse te podmnozice so tudi podmnozice
mnozice z n + 1 elementi. Poleg teh pa Se vse te podmnozice z dodanim (n + 1)-im elementom.
Vseh je torej 2 - 2" = 2"+, Trditev je s tem dokazana.

11



KOMPLEKSNA STEVILA

C = {r +iy;z,y € R}, ¥ = -1, i = /—1 imaginarna enota

z=x+1y

x = Rz realna komponenta

y = $z imaginarna komponenta
w=1u+iv

Racunske operacije s kompleksnimi Stevili:

Sestevanje, odstevanje in mnozenje:

z+tw=(r+u)+i(y£tv),
z-w = (zu—yv) +i(zv + yu).

Konjugirana vrednost:

zZ=ux —iy.

Absolutna vrednost:
|2| = Vz-Z = /22 + 2.

Obratna vrednost:

-1 _ z _ z—iy
FOTRE T 2T
Deljenje:

2 = 4. wil_

w

Polarni zapis kompleksnega Stevila (z = z + iy):

z = r(cosp +isinp) = rel?
Eulerjeva formula: el = cos ¢ + isin .

Zveze med obema zapisoma:

T = TCoS P, r=+/x2+y?,

— _ Y
Y =7rsing, p = arctg=.
x
Tabela:
e [0 §F 5 5 5 ¥ & O oa
: 1 2 3 3 2 1
sinz |0 3 % % 1 % % 5
V3 v2 1 1 2 V3
cosx |1 % %= 5 0 —35 =% -5 -1
tgx |0 @ 1 \/§ 00 —\/§ —1 —% 0

Operacije s polarnim zapisom:

z = |z|(cos p +isiny), w = |w|(cosy +isiny),
z-w = |z[ - [w|(cos (¢ + 1) +isin (¢ + ),
22 = |2|?(cos 2¢ + isin 2¢p),

2" = |z|™(cos ny + isinny), DeMoivreova formula.

Enacbe oblike 2" = wy:

wp = r(cos ¢ + isiny),

2 = Q/?(cos%m—kisin%%r), k=0,1,...,n—1.
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1. Poenostavite naslednje izraze in dolo¢ite Rw, Sw, w in |w|.

a) w=(1+2i)3=146i+12i*+8* =1+6i— 12— 8i = —11 — 2i
Sledi: Rw = —11, Sw = —2, W = —11 + 2i in |w| = 5v/5.

_ 5 5(=3—4i) _ 5(=3—4i) _ 3 4.
b) w= =5 = = 3—|—4i)(—3—4i) =725  ~ "5 5!
Sledi: Rw = -2, Sw=—-2, w=—-2+3iin |w| =1.
— 231 A4i . (2=30BH)-(H)(B) 2 3,
©) W= g GG+ — 5 5l
Sledi: Rw = -2, Sw=—-2, w=—-2+32iin |w| = @
_ BH)AH) _ +4)+H) o
d) w= R R s =2i
Sledi: Rw =0, Sw =2, w = —2i in |w| = 2.

e) w=(—1+2i) + L0 L 53] =1 — 4j — 4  AHOHLZI0 4 9 4 3§ =1 4 2
Sledi: Rw =1, Sw =2, w=1—2i in |w| = V/5.

_ z—z _ zHiy—x+iy _ .
f) w=5%" =" =1y

Vzamemo z = z + iy. Sledi: Rw =0, Sw =y, W = —iy in |w| = |y|.

. Poenostavite naslednje izraze.

a) (14—21)2—%—33_541—1—(%4-%)(%-#)—1207:14—41 4+25(3 41)—1— +34i=1+i

b) (L+i)2+ 2 —i%=1+2—1+ 200 4 =149
. Poenostavite naslednje izraze. Namig: z = = + iy.

a) w=zz2

w = (z+iy)(z—iy)* = (z +iy)(2* — y* = 2zyi) = (2° + 2y®) +i(—2%y — °)

b) w=7% —iz?

w=(z—iy) —i(z+iy)? =z — iy —iz? +iy? + 2oy = 2(1 + 2y) +i(y* —y — 2?)
0w+

w = yHE oty (tie)(@—iy)H(atiy)? | 2?+2ey—y e +2iey—iy® _ 2 +2my—y? (1+1)

r+iy T oa-iy T (z+iy) (z—iy) z24y? z2+y?
. Zapisite naslednja kompleksna Stevila v polarni obliki.
a) z=1+1i
Kerjex=1iny=1,sledir=+v12+1 —\/iingc):arctgl:%.
Polarna oblika: z = v/2(cos T T Tising) = V2e'i .
b) z=-1-iV3

Kerjex = —1iny = —/3, sledi r = V4 = 2 in ¢ = arctgy/3 = g+m= %”. Kotu
pristejemo 7, ker Stevilo lezi v tretjem kvadrantu. Pri tem upostevamo, da je funkcija tg
periodic¢na s periodo 7.

Polarna oblika: z = 2(cos 4T +isin 4F) = 2% .
c) z= V2 +iv2
Kerje z = —/2 in y = v/2, sledieringo:arctg(—l):%.

Polarna oblika: z = 2(cos 2 + isin 27) = 2017 .
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5. Izracunajte vrednost izraza z uporabo DeMoivreove formule.
a) (—vV3+3i)7
Stevilo najprej zapisemo v polarni obliki —v/3+3i = 2v/3 (cos S +isin 257
DeMoivreovo formulo
(—vV3+431)7 = (2v3)" (cos (7- &) +isin (7- &))
= 128-27V3 (Cos 1?.)“ + isin l?f)
= 3456V3 (cos 2{ + isin %’r)
= 1728V3(—1+iV3).
Na predzadnjem koraku upostevamo periodi¢nost funkcij sin in cos (perioda 27).
b) (3—v31)7 = (2v3)" (cos (TF) —isin (TF)) = 1728v/3(—v3 + i)
c) (—vV2+iv2)18 =218 (cos (24F) +isin (2JF)) = 2'8 (cos 3T +isin 3T) = —262144i
d) (2 —2iv3)!% =413 (cos (£7) —isin (7)) = 413 (cos T —isin %) = 2% (1 —iV/3)

6. Resite naslednje enac¢be. Namig: polarna oblika.

) in nato uporabimo

a) 22=1
Levo in desno stran enacbe zapiSemo v polarni obliki
|2|?(cos 3 4 isin 3¢p) = 1(cos 0 + isin0).

Dve kompleksni Stevili sta enaki, ko imata enak radij in enak kot. Zato reSimo enacbi

|2]3 = 1 in cos3p = cos0. Prva ima resitev |z| = 1, druga pa 3¢ = 0 + 2kn, k € Z, torej
— 2km g _

o = 2Tk =0,1,2.

Tako dobimo tri kote ¢g = 0, 1 = %” in g = %r, ki nam dajo tri resitve po formuli

2, = |z|(cos g +isinpy), k=0,1,2:

290 = 1(cos0+1isin0) =1,
21 = 1(cos +isin 23”) :_%+j§,
2 = 1(cosdT £isindr) = -1 {3,

Resitve enacbe lezijo na kroznici z radijem 1 in so enakomerno razporejene.

b) 22 =i
Levo in desno stran enacbe zapiSemo v polarni obliki
|23 (cos 3 + isin3p) = 1 (cos T +isinF).

Enagimo radija in kota: |z|*> =1 in cos 3¢ = cos 5. Prva enacba ima resitev |z| = 1, druga

pa 3p = § + 2km, k € Z, toreJ Y = % 2’” k—0,1,2

Tako dobimo tri kote: ¢g = &, 1 = % in (p = =X ki nam dajo tri resitve
zg = 1(cosg+isi1a%):§+l
z1 = 1(0056+1s1n5ér)— f+2,
zo = 1 (cos + isin 32“) = —i.

Resitve enacbe lezijo na kroznici z radijem 1 in so enakomerno razporejene.
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c) zt=—V3+i

Stevilo —v/3 + i zapiSemo v polarni obliki —v/3 + i
/r(cos “’Hk” +isin S"Jrﬂ‘”r) k=0,1,...

izracunamo po formuli 2z =

—2+2iV3

d) z*

Stevilo —2 + 2iv/3 zapisemo v polarni obliki

Stiri resSitve

<0

<1

22

z3

0 = V2(co

21 \4/§(c Lim
2o = \4/§(c 2l
2 = \4/5( Alr

s S a s
cosg—Hsmg)

0S 51 +1isin 51

-2+ 213 = 4(

Va(

Vi (cos Z +isin &) =
V4 (cos 7T +isin 7T ) =
V4 (cos 3 +isin 57) =

7. Resite naslednje ena¢be. Namig: polarna oblika.

a) (14+iv3)22+32=0

Enacbo najprej zapisemo v obliki

32
1+iv3

4

z5 = —

+isin

2 (cos

0s 24 +1isin 24)

177r)

297r)

0S 51 + isin o0

417r)

COS 51 + isin 51

= —8+ 8iV3.

Levo in desno stran enacbe nato zapiSemo v polarni obliki

|2|*(cos 4 + isin4g) = 16 (cos 2X

Ena¢imo radija in kota: |2|* = 16 in cos 4<p = cos
druga pa 4¢ = 257 + 2k, k € Z, torej o = § + kQ”, k=0,1,2,3. Dobimo §tiri reSitve

20
21
Z2

z3

2 (cos 8 +isin % )
2 (cos

2 (cos +1isin 6

—|—lSlH )
77r)

+1isin 2;)

2

5 Prva enacba ima

V341,
1—1—1[
V3o,

2(0055{+1sm%ﬁ) = 1—i\/§.

cos%’T +isin 2&

5T

5 ), reSitve pa

,n—1:

2 ) in dobimo

resitev |z| = 2,

Resitve enacbe lezijo na kroznici z radijem 2 in so enakomerno razporejene.

b) 23 —4i=(1+1i)*

Enacbo najprej zapisemo v obliki

Stevilo —4 + 4i zapiSemo v polarni obliki

resitve

20

21

22

2 =di+ (1+i)* = —4+4i.

—4 + 4

V32 (cos % +isin %) =
V/32 (cos 1112“ + isin 1112”

6 197 197
V32 (cos F9 T isin S5
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8. Resite naslednje enacbe.
a) |z|+z2=2+1

Zapisemo z = x + iy in dobimo: /22 +y%? + z + iy = 2+ 1. Dve kompleksni Stevili
sta enaki, ko imata enaki realni in imaginarni komponenti. Dobimo sistem dveh enacb
22+ 92+ 2 =2iny = 1. Ko drugo vstavimo v prvo in kvadriramo, dobimo

?4+1 = 2—=x
224+1 = 4—dz+2?
_ 3

r =3

Resitev enacbe je stevilo z = % + 1.

b) 222 — 3z% = 10i
ZapiSemo z = x + iy in dobimo
2(x +iy)? — 3(x —iy)? = 10i
—2? +y? +10zyi = 10i

Enacimo realni in imaginarni komponenti: 42—z = 0 in 102y = 10. Iz prve enacbe dobimo
y? = 22 oz. y = +x. To vstavimo v drugo enacbo in dobimo z? = 1, torej = %1 in zato
y = +1. Ker morata biti  in y hkrati pozitivna ali negativna, dobimo dve resitvi enacbe
z1=141iin z9 = —-1—1.

c) (22432)(2z2+32)=-1

Zapisemo z = x + iy in dobimo

(bx —iy)(br +iy) = -1
2502+ = -1
Enacba nima resitve.
d) 22 =3+4i
Zapisemo z = x + iy in dobimo x? — 2izy — y? = 3 4 4i. Dobimo sistem dveh realnih ena¢b
22 —y? = 3 in 22y = 4, ki ima dve reditvi: 1 =2, y; = 1 in 29 = —2, yo = —1. Prvotna
enacba ima tako reSitvi 21 =2 +1in 20 = —2 — i.

e) T—1=(z— 1)

Zapisemo z = x + iy in dobimo 22 — 3z — y? + 2 +i(22y — y) = 0. Dobimo sistem dveh
realnih enacb 22 — 3z —y? + 2 = 0 in 22y — y = 0. Iz druge enacbe dobimo bodisi y = 0,
bodisi x = % Ko to vstavimo v prvo enacbo, dobimo v prvem primeru x1 = 1 in 29 = 2,

v drugem primeru pa y12 = i@. Prvotna enacba ima tako Stiri reSitve: z3 =1, 20 =2 in
234 = % + #.
9. Resite naslednje sisteme enacb.
a) [z—2/=3,|z+1|=3
Vzamemo z = x + iy. Iz prve enacbe dobimo
|z +iy — 2| =
(z—2%+y* =
Iz druge enacbe pa
|z + iy + 1
(x+1)°+y* = 9
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Odstejemo in dobimo enacbo 6x = 3, ki ima resitev z = % To resitev vstavimo v enacbo

y?> = 9 — (z + 1) in dobimo 3 = %, torej y12 = i%_ Regitvi sistema sta kompleksni
Stevili 2z = % + % in zo = % _ 315/5.
b) Z-T—l = ]-a % =i

Vzamemo z = x + iy. ReSimo najprej drugo enacbo in dobimo

T+ iy
T —iy

z? + 2ixy — 32
z2 + y?
2 — g2 2xy

2 1 2 +11:2+y2

2

Primerjava realnih komponent nam da 22 — y? = 0, oz. 2 = y?, primerjava imaginarnih

komponent pa ngz’Q =1, od koder sledi %%’ =1, torej y = x. Iz prve enacbe dobimo
2] = [z+1]
?+y? = (z+ 1)+
22 = 2242z+1
_ 1
ro= 73
Sledi y = —%, zato je edina reSitev sistema z = —% — %

c) |z—3-3i] =5, 2(4—31) —z(4 + 3i) =61
Vzamemo z = x + iy. Iz druge enacbe dobimo

(8y — 6z)i = 6i

dy—3x = 3
r = %yfl

To vstavimo v prvo enacbo in dobimo

(x—3)%+(y—3)° = 25
2

(3y—4) "+ (y—3)* = 25
25y% 50y

0
9 3
25y(y—6) = 0

Sledi y1 =0, z1 = —1 in y; = 6, x1 = 7. Resitvi sistema sta z; = —1 in 2o = 7 + 61.
d) (&) 22+ 2+1)z+(2-1)z+4=0,(1-i)z+(1+1)z+4=0

Vzamemo z = x + iy. 1z druge enacbe dobimo

I-i)(z+iy) + A +i)(z—-iy)+4 = 0

r4+iy—ix+y+z—iy+izr+y+4 = 0
20 +2y+4 = 0
y = —xr—2

17



Iz prve enacbe ob upostevanju gornjega rezultata dobimo

(x+iy)(z —iy) + 2+i)(z+iy) + 2-i)(z—iy)+4 = 0
2?4y 2 dir +2r —y+ 22—z —2y—y+4 = 0
2 vdr+y P —2y+4 = 0
et dr+(—x -2 -2(—2—-2)+4 = 0
20 + 10z +12 = 0
(x+2)(z+3) = 0
Sledi x1 = —2 in o = —3, ter y; = 0 in yo = 1. ReSitvi sistema sta z; = —2 in z0 = =3 +1.

10. Resite naslednje sisteme enacb.

a) 2175 =22, &£ =iy2

) Zp

Vzamemo z; = x1 + iy1 in 29 = x3 + iys. ResSimo najprej drugo enacbo in dobimo

r1+iyn = i\/i(afg — iyg)
1 +iyr = V24 12iv2

Primerjava realnih komponent nam da x; = yo V2, primerjava imaginarnih komponent pa
y1 = 22V/2. Iz prve enaébe pa dobimo

(1‘1 + iyl)(xg - in) = 2\/5
(172 + Y1y2) + (Y122 — 21Y2) = 2v2
Ob upostevanju rezultatov druge enacbe nam primerjava realnih komponent da 2z2y2v/2 =
21/2, torej xoyo = 1, primerjava imaginarnih komponent pa a:%\/?—y%\/i = 0, torej ZE% = y%
Edina mozna resitev je yo = x9 = 1, zato ima sistem §tiri resitve
za =141, 21 = V2 +iV2,
22 = —1—1, 22 =—V2-iv2

b) (241)z1 + (2 —1)z2 =6, (3+20)21 + (3 — 20)2zp = 8

To je sistem linearnih enacb, ki ga resimo z Gaussovo eliminacijo tako, da prvo enacbo
mnozimo s faktorjem (3 — 2i), drugo pa s faktorjem (2 — i) in odstejemo, da odstranimo
neznanko zy. Dobimo

(2+1)(3—2i)z1 — (3+2i)(2—1)z1 = 6(3—2i)—8(2—1i)
—2iz; = 2-—4i
21 = 241

Ta rezultat vstavimo v prvo ali drugo enacbo in izra¢unamo Se

66— (241)2
21

Z9 =2-—1

) (8+4i)zy + (6 — 12i)z0 = 10 + 20i, (—3 — 3i)21 + (—6 + 6i)20 = 6 + 12i

To je sistem linearnih enac¢h, ki ga reSimo z Gaussovo eliminacijo tako, da prvo enacbo
mnozimo s faktorjem (—6+ 61), drugo pa s faktorjem (6 — 12i) in odstejemo, da odstranimo
neznanko z9. Dobimo

(8 + 4i)(—6 + 6i)z; — (=3 — 3i)(6 — 121)z; = (10 + 20i)(—6 + 61) — (6 + 12i)(6 — 12i)
(—18 4+ 6i)z; = —360 — 60i
zZ1 = 17 + 91
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Ta rezultat vstavimo v prvo ali drugo enacbo in izra¢unamo Se

10 4 20i — (8 4 4i)(17 + 9i)

=5 — 10i.

2 6— 12i

11. Narisite naslednje podmnozice kompleksne ravnine.
a) {z € C;R(z?) =4}

Vzamemo z = x + iy in dobimo

R((z —iy)?)

R(z? — 2izy — y?)
22— of?

2 2

4 4

To je enacba hiperbole z glavnima polosema a = 2 in b = 2.

b) {z € C;0 <J(z) < 1}

Ce vzamemo z = z + iy, dobimo enaébo 0 < y < 1, kar predstavlja pas med premicama
y = 0in y = 1, kjer druge premice ni zraven, prva pa je.

c) {zeC;2< |z —1-2i| <3}

Enacba |z — 29| = r predstavlja kroznico s sredis¢em v tocki z¢ in radijem r. Gornji sistem
neenacb tako predstavlja kolobar s srediS¢em v tocki 1 + 2i, kjer je notranja kroznica z
radijem r = 2 zraven, zunanja z radijem r = 3 pa ne.

d) {z€C;§ <arg(z) < ,|2| > 1}

Prvi neenacbi zadoscajo vsa kompleksna Stevila z argumentom strogo med 7 in §, drugi
pa vsa kompleksna Stevila, ki so za ve¢ kot 1 oddaljena od izhodisca.

Q)
b)
27 1
2
-2
C) d)
Lo 2N
/ \
[ \
‘\ 2 J //1 \
\ L ) / \\ - _ /:;I_
s 4

Slika 4: Slike obmocij.
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ZAPOREDJA

Zaporedje je predpis, ki vsakemu n € N priredi a,, € R.

Monotonost zaporedij:

Zaporedje {a,} je naraicajoce, Ce je ap+1 > a, za vsak n.
Zaporedje {a,} je strogo nara3cajoce, ¢e je any1 > ap za vsak n.
Zaporedje {ay} je padajoce, ¢e je any1 < a, za vsak n.

Zaporedje {ay} je strogo padajoce, ¢e je ant1 < a, za vsak n.

Kriterija za monotonost:

i) ap+1 — an > 0 = zaporedje je narascajoce
ant+1 — an < 0 = zaporedje je padajoce

ii) az% > 1 = zaporedje je naraScajoce

QAn 41
Qn

< 1 = zaporedje je padajoce

Omejenost zaporedij:

Zgornja meja zaporedja {a,} je vsako stevilo M, da velja a, < M za vsak n.

Spodnja meja zaporedja {a,} je vsako stevilo m, da velja a, > m za vsak n.

Supremum ali natan¢na zgornja meja je najmanjsa izmed vseh zgornjih mej.

Infimum ali natan¢na spodnja meja je najve¢ja izmed vseh spodnjih mej.

Supremum in infimum vedno obstajata.

Zaporedje {a,} je navzgor omejeno, ¢e ima konéno zgornjo mejo.

Zaporedje {a,} je navzdol omejeno, ¢e ima konéno spodnjo mejo.

Zaporedje {a,} je omejeno, Ce je navzgor in navzdol omejeno.

Maksimum je najveéji ¢len zaporedja {ay}, minimum pa najmanjsi ¢len zaporedja {a,}.

Maksimum in minimum ne obstajata vedno. Ce maksimum oz. minimum obstaja, potem je enak
supremumu oz. infimumu.

Supremum in infimum nista nujno ¢lena zaporedja, maksimum in minimum pa sta.

StekaliS¢éa in limite:

Stevilo a je stekalisce zaporedja {an}, ¢e je v vsaki e-okolici stevila a neskonéno ¢lenov tega zaporedja.

Stevilo a je limita zaporedja {an}, ¢e je v vsaki e-okolici Stevila a neskoncéno ¢lenov tega zaporedja,

izven te okolice pa le konéno mnogo.
Limito ozna¢imo z a = lim a,,.
n—oo

Zaporedje, ki ima limito, se imenuje konvergentno, sicer pa divergentno.

Vsaka limita je stekaliS¢e, obratno pa ni nujno res. StekaliS¢e je limita, ko je edino stekalisée. Vsako
stekalisce je limita nekega podzaporedja.

Vsako omejeno zaporedje ima stekalis¢e. Omejeno zaporedje z enim samim stekalis¢em je konver-
gentno.

Zaporedje je konvergentno, Ce je naras¢ajoce in navzgor omejeno.

Zaporedje je konvergentno, Ce je padajoc¢e in navzdol omejeno.
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1. Dolo¢ite monotonost naslednjih zaporedi;j.

1
a) Ay = nFl
Uporabimo drugi kriterij za monotonost

An+1 _ gz _ Nt1

an, 1 p42

Zaporedje je strogo padajoce.
b) a, = n?
Uporabimo prvi kriterij za monotonost

2

an+1—an:(n+l)2—n =n’4+2m+1-n’=2n+1>0.

Zaporedje je strogo naraScajoce.

Uporabimo drugi kriterij za monotonost

e 3.3 nl 3
an+1 _ (n;ll)! _ 3"enl <1 n>2.
an 25 (n+1)-n!-3" n41
Zaporedje je padajoce za n > 2. Upostevamon! =1-2----. n in zvezo (n+1)! = (n+1)nl.

d) a, =sin(nm)
Zaporedje je konstantno enako 0.
2. Dolocite najvecji in najmanjsi ¢len zaporedja (¢e obstajata) ter supremum in infimum.
a) an = iy
Najprej preverimo monotonost

anr1 (m+1)2 n242n+41
= = > 1.
an n(n+ 2) n?+2n

Ker je zaporedje strogo narascajoce, je prvi ¢len minimalen
. .
mina, = a; = - = inf a,.
n 2 n

Infimum je seveda enak minimumu. Maksimalen ¢len ne obstaja. Supremum pa je enak
sup,, an, = 1, saj so vsi ¢leni zaporedja strogo manjsi od 1, vendar se 1 poljubno priblizajo.

b) a, = %

nl

Najprej preverimo monotonost

An+41 2n+1 -n! 2

= = <
an, (n+1)!-2» n+17~

1.

Ker je zaporedje padajoce, je prvi ¢len maksimalen

maxa, = a; = 2 = Sup an,.
n n

Supremum je seveda enak maksimumu. Minimalen ¢len ne obstaja. Infimum pa je enak
inf,, a,, = 0, saj eksponentna funkcija narasca pocasneje kot fakulteta.
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c) ap = (1-3)(-1)"
To je primer alternirajocega zaporedja. Prvih nekaj ¢lenov: 0, %, —%, %, —%, %, e
Zaporedje razdelimo na dve podzaporedji: v prvem podzaporedju so ¢leni z lihim indeksom,
v drugem pa ¢leni s sodim indeksom. Opazimo, da je prvo podzaporedje padajoce in pada
od 0 proti —1 (agx_1 — —1), drugo podzaporedje pa je naraitajoce in narasca od % proti
1 (agr — 1). 1 in —1 nista ¢lena zaporedja, zato maksimum in minimum ne obstajata,
obstajata pa supremum in infimum

sup a, = 1, inf a,, = —1.
n n

3. Dolocite monotonost in omejenost naslednjih zaporedij.
a) a, =n (%)n
Najprej preverimo monotonost
An+1 o 95(n+ 1)
an 100n —

ko je n > 19. Od tod sledi, da je zaporedje najprej narascajoce, od dvajsetega ¢lena dalje
pa je padajoce. Sledi
maxan = a19 = a0 = SUup Gp,.
n n

Minimalen ¢len ne obstaja. Infimum pa je enak inf,, a, = 0.
b) a,=n%>—-9n -1

Najprej preverimo monotonost
i1 — ap =21 — 8 <0,

ko je n < 4. Od tod sledi, da je zaporedje najprej padajoce, od petega Clena dalje pa je
narascajoce. Sledi
mina, = ay = a5 = —21 = inf a,,.
n n

Maksimalen ¢len ne obstaja. Supremum pa je enak sup,, a, = 0.
4. Zapisite splosni ¢len zaporedja.
a) 2,3,4,5,6,...

To je zaporedje naravnih Stevil, ki se za¢ne z 2, zato je splosni ¢len a, =n + 1.
b) 1,-4,9,-16,25,...

To je alternirajoce zaporedje kvadratov naravnih stevil, zato je splosni ¢len a,, = (—1)""1n2.
Potenca n + 1 je zato, ker se alternirajoce zaporedje zacne s pozitivnim ¢lenom.

5. Dolocite stekalis¢a naslednjih zaporedij. Ali je zaporedje konvergentno?

a) a,=1-1

Zaporedje ima eno samo stekaliS¢e, saj se vsi ¢leni priblizujejo k 1, torej je konvergentno.

b) a, = sin (")

: i ) V3 V3 V3 V3
Prvih nekaj clenov zaporedja: 0, %5, %5%,0, =%, =57, .. ..

V3

Cleni se ponavljajo, ker je sin periodiéna funkcija. Zaporedje ima tri stekalisca 0, 73 in

—@, zato ni konvergentno (je divergentno).
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1113817
¢leni z lihimi indeksi se priblizujejo 0, ¢leni s

C) 331D w

Zaporedje razdelimo na dve podzaporedji
sodimi indeksi pa k 1, stekalis¢i sta dve: 0 in 1, zato zaporedje ni konvergentno

6. Izracunajte naslednje limite.

a)
8n2+9n —6
lim smIn =6 lim 2
n—oo 2n3 + 3n + 1
Limite takega tipa resujemo tako, da delimo Stevec in 1menovalec z najvisjo potenco, v tem
— 0, ko gre n — oo za vsak r > 1.

primeru z n3. Velja: o
m4+2 7

b)
lim ——— =
n—oo 3n? +11ln—-2 3
Ce sta stopnji polinomov v §tevcu in imenovalcu enaki, je limita enaka kvocientu vodilnih
koeficientov.
c)
5n? —Tn+ 1
i 2T
n—00 no+1
d)
. vn? + 1 L+ n2
B n—»oo 2 —|-

im
n—oo 2n +1

Pri dolocanju najvisje potence je potrebno upostevati tudl korene
n+l—n

(T T - AT _
oo m F L+

e)
lim (vVn+1—+/n) = lim
n—>oo( \/>) n—oo vn -+ 1 + \/ﬁ
Limite takega tipa reSujemo tako, da izraz v Stevcu in imenovalcu pomnozimo s podobnim
izrazom, le da je namesto minusa v izrazu plus
f)
n+2 . (n+2)(Vn2+1++n)
= lim =1
n—>oo\/n27_\/> n—00 n2+1—n
g)
: - i Y n?+3+n 2
- n |y Y= T2
n—oo\/n2 +3—n n—x© 3n 3
h)
I 1 | vn+1++/n
1m = m —— =
n—00 \/ﬁ(vn +1— \/ﬁ) n—00 \/ﬁ(n +1-— n)
i)
on+1 4 gn+l 2\ntl +1
lim 2 t2 () +1 n =3
Ty e (57
Velja: a™ — 0, ko gre n — o0 za a < 1. Vtemprlmerujea:%<1.
7. Izracunajte naslednji limiti.
a)
1< nin—1) 1
Jim <nz 2 (k- 1>> =Jlm =5 =3

Upostevamo enakost 1 +2+---+n = n(n+1), ki jo dokazemo z indukcijo.
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b)

b)

d)

n
. 2k -1 . 3-2"=2n-3
=3 (Z 2" ) e 7P
k=1
2n—1 32" —2n—3

Upostevamo enakost % + % +o T = o, ki jo dokazemo z indukcijo.

n—oo

1 n
. Z uporabo enakosti lim <1 + ) = e izraCunajte naslednje limite.
n

n
n+5 " 2 n 1 2 n+43 i om )
== = R — n—oo I3
nlfgo<n+3) Jim (1+n+3> i (” *) ) ’
3n 1 3n n;rQ n+2 I "
i () =t 1 = (et e
n—oo \ N + 2 n—00 nd2
2 ¢ (6n243)(2n%+5)
' 2n? 46\ 1 T limpe 95 g
o \zrs) TR\ e ce e
2,7\ n243 2
. n?+5 A . 1 R limy,— oo 2"§+§4 2
e \wrs) T\ T aEs e e
2

n—00 n—oo n n—00 n

1 n+3 1 n+3
lim (n+3)(In(n+1) —Inn) = lim In <n+ > =In lim (1+> =lnhe=1

Najprej upostevamo lastnosti logaritemske funkcije: Ina + Inb = In (ab) in rlna = Ina’.
Nato upostevamo Se, da lahko zamenjamo vrstni red limitiranja in logaritmiranja, saj je In
zvezna funkcija.

. Ugotovite od katerega ¢lena dalje se vsi ¢leni zaporedja a,, razlikujejo od limite za manj kot €.

Resiti je potrebno neenacbo |a, — a| < g, kjer je a = lim a, = 1.
n—oo

9 — 2 1
i 1‘<

n—+2 100
4 - 1

2n + 2 100

n > 199

Od dvestotega ¢lena dalje so vsi ¢leni zaporedja v dani okolici.

2
b) @y = 5t e = |

n2+17 10

Limita je enaka a = lim a, = 1.
n—oo

n2+n ‘ 1
1| <

nZ+1 10
n—1 < 1
n?2+1 10

n?—10n+11 > 0
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Enacba n? — 10n 4 11 = 0 ima dve resitvi ni2 =5+ V14, kjer je ny =5+ V14 =8.74 in
ne = 5—+/14 = 1.25. Gornja neenakost velja za vse n > nj in n < ng, torej so od devetega
¢lena dalje vsi ¢leni zaporedja v tej okolici. Zanimajo nas le naravna Stevila n.

n__ —
c) ap = ¥l e = 257%

Limita je enaka a = lim a, = 1.

n—oo
5" -1 —25
En —1‘ < 25
1 1
5 S 5%
n > 50

Od enainpetdesetega ¢lena dalje so vsi ¢leni zaporedja v dani okolici.

_ 3n’4n—2 _ 1
d) n = n2+4+2n+1° €=10

Limita je enaka ¢ = lim a, = 3.

n—oo
3n2+n—2 1
- _ 3 < _
nZ+2n+1 10
5(n+1) - 1
(n+41)2 10
n > 49

Od petdesetega clena dalje so vsi ¢leni zaporedja v dani okolici.

10. Dokazite, da je zaporedje konvergentno, in izra¢unajte limito.

n

a) an:i—!

Ker je a;:l = % = niﬂ < 1zan >4, je zaporedje od Cetrtega clena dalje padajoce.

Ker so vsi ¢leni oc¢itno pozitivni, je zaporedje navzdol omejeno z 0 in zato konvergentno.

n

lim a, = lim — =0

b) anzl—%n

Ker je ant1 —anp=1— 271% -1+ 2% = 271% > 0 za vsak n, je zaporedje narascajoce. Ker
so vsi Cleni o¢itno manjsi od 1, je zaporedje navzgor omejeno z 1 in zato konvergentno.

. . 1
lim a, = lim (1—— ) =1
n—00 n—00 2n
11. Dokazite, da je rekurzivno podano zaporedje konvergentno, in izra¢unajte limito.

a) aj :O,CLn_H = %—2
Prvih nekaj ¢lenov zaporedja: 0, —2, —%, ... pada, zato je za dokaz konvergence dovolj
dokazati, da je zaporedje padajoce in navzdol omejeno.

i Pokazimo, da je zaporedje navzdol omejeno. Uporabimo indukcijo za dokaz a,, > —3 za
vsak n € N. Zan =1 jea; =0 > —3, torej baza indukcije drzi. Za dokaz indukcijskega
koraka vzamemo za indukcijsko predpostavko, da je a,, > —3 in dokazujemo, da je tudi
an4+1 > —3. Torej

an -3

=——-2>—-2=-3.
Gn+1 3 3
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ii Pokazimo, da je zaporedje padajoce

2 2-(-3
an+1—an:a—n—2—an:—&—2<—¥

-2=0.
3 3 3

Ker je zaporedje padajoce in navzdol omejeno, je konvergentno. Izra¢unajmo Se limito, kjer
oznacimo a = lim,, o an,.

ap+1 = ? -2
. . Qn
lim apy; = lim <— — 2)
n—00 n—oo \ 3
a
= —=2
¢ 3
a = —3

Velja: lim,—o0 @nt1 = limy, o an, ker se zaporedji a,41 in a, razlikujeta samo v prvem
¢lenu, kar pa ne vpliva na limito.

b) (Il:l,an+1:a7"—|-1

Prvih nekaj c¢lenov zaporedja: 1, %, Z,... naraSca, zato je za dokaz konvergence dovolj
dokazati, da je zaporedje narascajoce in navzgor omejeno.

i Pokazimo, da je zaporedje navzgor omejeno. Uporabimo indukcijo za dokaz a, < 2 za
vsak n € N. Zan =1 je a; =1 < 2, torej baza indukcije drzi. Za dokaz indukcijskega
koraka vzamemo za indukcijsko predpostavko, da je a,, < 2 in dokazujemo, da je tudi
an+1 < 2. Torej

an, 2
an+1:?+1<§+1:2.

ii Pokazimo, da je zaporedje narasc¢ajoce

2
Il =- 1> -Z41=0.

n1 = n = o7 2 2

Ker je zaporedje narascajocCe in navzgor omejeno, je konvergentno. Izracunajmo Se limito.

a
an+1 = ?n =+ 1
. . Qn
lim ap,+1 = lim (— + 1)
n—oo n—oo 2
a 1
a = =
2
a = 2
c) ay=3,an41 =% +1
Prvih nekaj ¢lenov zaporedja: 3, %, %, ... pada, zato je dovolj dokazati, da je zaporedje
padajoce in navzdol omejeno.
i Z indukcijo pokazemo, da je zaporedje navzdol omejeno z a, > %. Zan =1 je

a; =3 > % in trditev velja. Indukcijski korak

an 4
=—+1> -
An+1 4 +1> 3

ii Pokazimo, da je zaporedje padajoce

3
a”+1—an:—ﬂ+1<0.

it T =y 1
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Ker je zaporedje padajoce in navzdol omejeno, je konvergentno. Izracunajmo Se limito.

a
ap+1 = Zn +1
. . Qnp
lim apy; = lim <7 + 1)
n—00 n—oo \ 4
4
a = -
3

12. (&) Dokazite, da je zaporedje a; = 1, apy1 = %ai + 1 konvergentno, in izracunajte limito.

Prvih nekaj ¢lenov zaporedja: a1 = 1,as = g,ag = %, .... Oc¢itno velja: a, > 0.
i Pokazimo, da je zaporedje navzgor omejeno.
Z indukcijo pokazemo, da je a, < 2 za vsak n € N. Zan =1 je a1 = 1 < 2, torej baza
indukcije drzi. Za dokaz indukcijskega koraka vzamemo za indukcijsko predpostavko, da je
an < 2, in dokazujemo, da je tudi an4+1 < 2. Torej

any1 =302 +1< 322 +1=2<2.

ii Pokazimo, da je zaporedje narasc¢ajoce.
Tudi tu si pomagamo z indukcijo, da dokazemo ap11—a, > 0. Zan=1jeas—a; = % > 0.
Za indukcijski korak vzamemo indukcijsko predpostavko a, — ap—1 > 0 in dokazujemo
an+1 — an > 0. Torej

Apy1 — Qp = %a% +1-— %azfl —1= %(an —ar_ )= %(an —ap—1)(an + an—1)

Ker je ap, + an—1 > 0, je ap+1 — a, > 0 natanko tedaj, ko je a, — an—1 > 0. Sledi, da je
zaporedje naraScajoce.

Ker je zaporedje narasc¢ajoce in navzgor omejeno, je konvergentno. Za izra¢un limite ozna¢imo
a = lim,—s0 an.

apn4+1 = %CL% +1
lim ap41 = lim (%a% + 1)
n—oo n—oo
a = %aQ +1
Dobimo kvadratno ena¢bo a? — 5a + 5 = 0, ki ima dve resitvi: a; = 5+2‘/5 in ag = 5_2\/5. Prva
5—+5

reSitev ni limita, ker je vecja od 2, zato je lim a, = 5
n—oo

13. Izracunajte prvi ¢len in razliko aritmeti¢nega zaporedja, ¢e je a14 = 14 in ayy = 16.

Splosni ¢len aritmeti¢nega zaporedja je a, = a1 + (n — 1)d. Od tod sledi sistem enacb ajq =
a1+ 13d = 14 in a9 = a1 + 39d = 16, ki ima reSitev a; = 13 in d = %

14. Dolocite parameter x tako, da bo zaporedje a; = x — 15, as = ¢ — 9, a3 = = geometrijsko.

Splogni ¢len geometrijskega zaporedja je a, = a1¢”~!. Da bo zaporedje geometrijsko mora biti

%:%- Sledi
r—9 T
r—15  x-9
(x—9)7? = z(z—15)
r = 27

Dobimo aj = 12, ap = 18, a3 =27 in ¢ = 3.
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STEVILSKE VRSTE

o0

Stevilsko vrsto Z a, seStejemo tako, da najprej izracunamo N-to delno vsoto sy = a1 +as+---+an.
n=1

To nam da zaporedje delnih vsot, ko gre N — oo. Ce to zaporedje konvergira, limito oznacimo z

oo
s = lim spy. Vsota vrste je tedaj enaka limiti delnih vsot Z an, = s. Pravimo, da vrsta konvergira,

N—o0
n=1

¢e konvergira zaporedje delnih vsot, sicer vrsta divergira.

Geometrijska vrsta:

> a

Sat = <t
—4q

n=1

Kriteriji za konvergenco Stevilskih vrst s pozitivnimi cleni.

(o.9]
. C el e . . . Gp4-1
I Kvocientni kriterij. Dana je vrsta E Gp. Izratunamo ¢ = lim ntl
n—0oo QA

n=1
i Cejeq<1,vrsta > > a, konvergira.
ii Cejeq> 1, vista .20, a, divergira.

iii Ce je ¢ = 1, kriterij odpove.

oo
IT Korenski kriterij. Dana je vrsta Z Gp. Izracunamo ¢ = lim Ya,.
n—oo

n=1

i Ceje g <1, vrsta Y >, a, konvergira.
ii Cejeq> 1, vista 320, a, divergira.

iii Ce je ¢ = 1, kriterij odpove.

ITII Primerjalni kriterij. Naj bo 0 < a,, < b,, za vsak n > ng.

i Ce vrsta > 2, b, konvergira, konvergira tudi vrsta >~ .

ii Ce vrsta >.°° | a, divergira, divergira tudi vrsta > o0 | by.

Kriterij za konvergenco alternirajo¢ih vrst.

o
Alternirajoca vrsta Z(—l)”an konvergira, ¢e zaporedje a, od nekje dalje monotono pada proti 0.

n=1

1. Sestejte naslednje vrste tako, da izracunate limito delnih vsot.
oo 1
a) Zn:l n(n+1)

Splogni ¢len vrste je a, = % ki ga zapiSemo v obliki parcialnih ulomkov

(n+1)
I _A, B _(A+Bjn+A
nn+1) n n+l1  nn+1)

Primerjamo Stevca in dobimo sistem dveh enacb za dve neznanki A+ B =0, A = 1, od

koder sledi, da je B = —1. Torej je a,, = % - n%rl N-ta delna vsota vrste je

5N2a1+a2+"'+aN:(1—%)—1-(%—%)‘1'"'4'(%—%“):1—%“.

Opazimo, da se vsi vmesni ¢leni odstejejo. Vsota vrste je enaka limiti zaporedja delnih vsot

1
= li = li l———) =1
o= dim o = gim (1- 575

> 1
Torej i S
orej Je;n(n+1)
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b) Yol me1

Splosni ¢len vrste je a,, = Wlfp ki ga zapiSemo v obliki parcialnih ulomkov

1 B 1 A N B 2(A+B)n+(A-DB)
4n2 -1 (@2n—-1)2n+1) 2n—-1 2n+1 4n? — 1 ‘
Primerjava Stevcev da sistem A+ B = 0, A— B = 1, ki ima reSitev A = % in B = —%.

Sedaj izracunamo N-to delno vsoto vrste

P _ 1 1
Torej je an = 55,1y ~ 2@at1)-
_ (1 1 11 1 1 1

SN—“1+Q2+"'+“N_(§_é)+(6_ﬁ)+'”+(4N—2_4N+2> =3 T INy2-

Vsota vrste je tedaj enaka limiti zaporedja delnih vsot

. ; 1 1 1
S = 1m s = 11m -_- — = —.
N NS \2 AN+ 2 2

N—oo

> 1 1
Torej j - =,
orejjeg4n2_1 2

) Yty m

Splogni ¢len vrste je a, = m’ ki ga zapiSemo v obliki parcialnih ulomkov
1 A B 3(A+ B)n+ (A—2B)
(B3n—2)(3n+1)

Bn—2)Bn+1) 3n—2 3041

Wl

Primerjava Stevcev da sistem A+ B = 0, A — 2B = 1, ki ima resitev A = % in B=—
Sedaj izracunamo N-to delno vsoto vrste

P _ 1 1
Torej je an = 33,35 — 3@a51)-
1

%) + (% - 711) +eo Tt (3(3]\1/—2) - 3(31\17+1)) =3 m

ox = (3
Vsota vrste je tedaj enaka limiti zaporedja delnih vsot

1
i — him (Lo )1

1 1

Torej j .
Ore“e;(?m—2)(3n+1) 3

2. Izra¢unajte vsote naslednjih geometrijskih vrst.
37

n—1 37
— = m -
a) Z 1oon Z 100 (100) - 99
Opazuno: a= {55, 4= 155, lal < 1.
00 3 00 1 n—1 3
DY -y (y) -
n=1 n=1

Opazimo: a =3, ¢ = 1, |¢| < 1.

02 =2 (5) =t

Opazimo: a—a1—4 =g

W=
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3. Z uporabo geometrijske vrste zapisite decimalno Stevilo 0,232323... v obliki ulomka.

1 1 1
0,232323... = 23— +23- 23— 4 -
’ 100 * 10000 + 1000000 +
-1 23
- Yo () -Law(m) -
100 — 100 100 1— s 99
Opazimo: a = 100, q= 100, lg| < 1.
4. S pomocjo kvocientnega kriterija dolocite konvergenco naslednjih vrst.
a) Zn 1 ni
Splosni ¢len: a, = %
. Gp4-1 . n! . 1
q = lim = lim — = lim =0<1

Vrsta je konvergentna.

n)!
b) Zn 1(3)

Splogni ¢len: a, = (

q = lim Intl _ lim —(3n +3)!(2n)
n—oo  Qy n—00 (3n) (QTL —+ 2)
~ m (3n+3)(3n +2)(3n + 1)(3n)!(2n)! i 27n3 4+ 54n? + 33n + 6

_ — 0> 1
nooo (3n)1(2n + 2)(2n + 1)(2n)! nooo  AnZ 4 6n + 2 >

Vrsta je divergentna.

C) Zn 1n-|—1

. . Gp1 .. 2(n+ 1) nf+42n+41
Ker je ¢ = lim = lim ——= = lim ———
n—oo  ay n—oo 2n(n+2) n—oo n2+4+2n
primeru odpove.

d) Zn 1 e"

=1, kvocientni kriterij v tem

a n+1
Ker je ¢ = lim 24— lim +
n—oo (U, n—oo

=00 > 1, je vrsta divergentna.

5. S pomocjo korenskega kriterija dolocite konvergenco naslednjih vrst.

n(n+1)
a) Zn 1 <n+1)
1 n(n+1)
Splosni ¢len: a, = (Z—L) .
S\t 2\
q:nh—{lc}onan:nh—%o <n—|—1> :nh—>nolo<1_n—|—1) e <l

1 n
Vrsta je konvergentna. Upostevamo, da je lim (1 — > =e L.

n—oo
32n+1

32n+1
Splosni clen: a,, = <=
32”+1 - 9gn 9 V3 9
¢ = lim {/a, = lim = lim — - lim ->1

Vrsta je divergentna. Velja: lim {/n =1in lim {/c =1, ¢ = konst.
n—oo

n—oo
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C) Zn 1n+1
3n . V3-n

Ker je g = hm Ya, = lim § = lim ———— =1, korenski kriterij v tem primeru

n—o00 n+1 n—oo Un + 1

odpove.

) T <3n+1>3n+1

3n+1
n

-1 1
Ker je ¢ = nle Ya, = nlerolo <3T; n 1> =5 < 1, je vrsta konvergentna.

. (&) S pomocjo minorante ali majorante doloc¢ite konvergenco naslednjih vrst.
1
a) D nlo ogn

Ker je logn < n, je + < L 1nzatoZ—<Z

n logn
n=2
divergentna, zato je po primerjalnem kriteriju dlvergentna tudi dana vrsta.

b) X T

[e.o]

1
Vrsta Z povs je konvergentna, ¢e je a > 1, in divergentna, ¢e je a < 1. Ker je n(n?+1) > n3,

Harmoni¢na vrsta E — je

n= 1

logn'

n=1

o
1
. Kerjea = 5 > 1, je vrsta ng_l 32

je ——— t
Je < e i zato Z \/Tﬂ Z
konvergentna, zato je po prlmerjalnem krlterlju konvergentna tudi dana vrsta.

2
©) Ln=t i1

oo

2n
Kerjen2—|—n—|—1§3n sledi T +12%inzatozm>z VrstaZ—
n—

je divergentna, zato je po primerjalnem kriteriju dlvergentna tudi dana Vrsta

00 (2n+1)3
n=1 (n3+1)2 .

. Dolocite konvergenco vrste

n)
Za vrste oblike Z p( , kjer sta p in ¢ polinoma, velja, da vrsta konvergira, e je st(q)—st(p) > 2,

(n)’
n= 1
in divergira, ¢e je st(q) — st(p) < 2. V danem primeru je razlika stopenj st(q) —st(p) =6 — 3 =

3 > 2, zato vrsta konvergira.
. Dolocite konvergenco naslednjih alternirajocih vrst.
a) >l %
Preveriti moramo, da je zaporedje a,, = m padajoce ter da ima limito O.

. Opgl n(n + 1) n . . o
Ker je = = < 1, je zaporedje padajoce z limito
) an (n+1)(n+2) n+2 )6 Zapoted)e padal

li =lim ———=0
o T e nn+ 1)
zato vrsta konvergira.
—1)"
b) 02, S
2m 1 1
Ker je Intl _ = — < 1, je zaporedje padajoce z limito lim a, = lim — = 0, zato
ap 2n+l1 2 n—o0 n—oo 2N

vrsta konvergira.

31



FUNKCIJE

Funkcija je predpis f : D — R, D C R.

Dy definicijsko obmogje, Zr ={f(z);x € D}: zaloga vrednosti funkcije f.

Funkcija f je soda, ¢e je f(—x) = f(x).

Funkcija f je liha, ¢e je f(—z) = —f(x).

Funkcija f : D — Z je injektivna, ¢e za x,y € D, x # y, velja f(x) # f(y) (oz. f(z) = f(y) = x =y).
Funkcija f : D — Z je surjektivna, ¢e za vsak y € Z obstaja x € D, da velja y = f(x) (0z. Zy = 2).
Funkcija f : D — Z je bijektivna, ¢e je injektivna in surjektivna.

Kompozitum funkcij: (f o g)(z) = f(g9(z)).
Inverz funkcije: (f o f~1)(z) = 2.

Limite funkcij:

i) lim

sinx
=1

z—0 T

x
ey s 1
ii) lim <1+) =e
T—00 €T

iii) lim P(z)e”* =0, P(x) polinom

1.

T—00

Dolocite definicijsko obmocje naslednjih funkcij.
a) f(r)=+v4—a? +%

Ker ne smemo deliti z 0, mora biti x # 0. Vemo, da je korenska funkcija definirana samo
za nenegativna Stevila, torej mora veljati 4 — 22 > 0. Od tu sledi 22 < 4, torej |z| < 2
0z. —2 < & < 2. Definicijsko obmocje: Dy = [-2,0) U (0, 2].

b) f(z) = a:+lni—jr}

Ker ne smemo deliti z 0, mora biti z # —1. Vemo, da je logaritemska funkcija definirana
samo za pozitivna Stevila, torej mora veljati i—_ﬁ > 0. Mnozimo z (z + 1)? in dobimo
kvadratno neenacbo (z — 1)(z 4+ 1) > 0. Od tod sledi 2% > 1, torej |z| > 1 oz. x < —1 ali
x > 1. Definicijsko obmocje: Dy = (—o0, —1) U (1, 00).

c) fle)=In(lz+2| —|z—3|+3)

Iscemo resitev neenacbe |z + 2| — |z — 3| +3 > 0. Da odpravimo absolutno vrednost,

reSevanje neenacbe razdelimo na tri podprimere.

i) Ko je z < —2, neenacba nima resitev.

ii) Ko je —2 <z < 3, se neenacba prevede na x > —1, od koder dobimo za resitev interval
(—1,3).

iii) Ko je z > 3, je neenacba vedno izpolnjena, od koder dobimo za resitev interval [3, c0).

Definicijsko obmocje: Dy = (—1,00).

d) f(x)= arcsin 124%7:

Ker ne smemo deliti z 0, mora biti x # —1. Vemo, da je funkcija arkus sinus definirana za
Stevila med vkljuéno —1 in 1, torej mora veljati —1 < 124%; < 1. To je sistem dveh neenacb

-1 < £5|-(1+a)? 2= < 1]-(1+a)?
—1-2z—2%2 < 2x+ 222 2 +222 < 142z + 22
3z2+4x+1 > 0 2—-1 < 0

(x+1)3z+1) > 0, (x+1D(z—-1) < 0.

1

3,00), resitev druge pa [—1,1], definicijsko obmocje

Resitev prve neenacbe je (—oo, —1]U]
je presek obeh resitev: Dy = [—1,1].
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2. Dolocite definicijsko obmocje in zalogo vrednosti naslednjih funkcij.

a) fla)=1-a?
Ker je to kvadratna funkcija, torej poseben primer polinomov, je definirana povsod: Dy =
R. Nicli ima v tockah x1 = —1 in 292 = 1, najvecjo vrednost pa v tocki x = 0, kjer je enaka

f(0) = 1. Zato je zaloga vrednosti Z; = (—oo0, 1].
b) f(z) =e 32

Ker ne smemo deliti z 0, mora biti « # 0. Zato je Dy =R — {0} = (—00,0) U (0,00). Graf
funkcije je simetric¢en glede na ordinatno os, zato se lahko brez skode za splosnost omejimo
na pozitivna §tevila. Oglejmo si limitne vrednosti funkcije

1
x—>0:>x—12—>oo:>f(x):e_?—>0,
T—o00=5H 0= f(z)=e o2
Torej je Zy = (0,1), ker je funkcija f strogo narascajoca na (0, 00).

3. Preverite sodost/lihost naslednjih funkcij.

a) f(z) ==

b) f(z) = 5"

c) flz) =x+Vat+ab

f(=z)=—z+Va*+25 = nesoda ne liha.
Q) ()= 25 .
f(ix) = 1:4 + ZE2 = f($> = soda.
e) flz) =St
fl-o) = 12 J_f; — —f(z) = liha.

f) f(z) =cosz +sinz
f(=z) =cosx —sinx = ne soda ne liha.

4. Preverite injektivnost, surjektivnost in bijektivnost naslednjih funkcij.
a) f(z) =e"

Definicijsko obmo¢je funkcije je Dy = R, zaloga vrednosti pa Z; = (0,00) = R™.
Funkcija f : R — R je injektivna, ker je strogo naraScajoca, toda ni surjektivna, ker zaloga
vrednosti funkcije ni enaka kodomeni.
Funkcija f : R — R™T je $e vedno injektivna, poleg tega pa tudi surjektivna, saj smo
zmanjsSali kodomeno na zalogo vrednosti. Torej je funkcija bijektivna.

b) f(z) =8z — 2z?

Funkcija f(r) = 8z — 222 = —2x(x — 4) je kvadratna funkcija z niclama v 21 = 0 in x5 = 4.
Najve¢jo vrednost zavzame v tocki z = 2, in sicer f(2) = 8. Torej je definicijsko obmocje
D¢ =R, zaloga vrednosti pa Z; = (—o0, 8].

Funkcija f : R — R ni injektivna, ker so vse vrednosti na intervalu (—oo, 8) zavzete v dveh
razlicnih tockah. Prav tako ni surjektivna, saj zaloga vrednosti ni enaka kodomeni.
Funkcija f : [2,00) — R je injektivna, ker je na tem intervalu strogo padajoca, ni pa
surjektivna iz istega razloga kot prej.

Funkcija f : [2,00) — (—00, 8] je injektivna in surjektivna, torej bijektivna.
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5. Dolocite kompozituma f o g in g o f za naslednje funkcije.
a) f(z)=a% g(z) =e"
(fog)z) = flg(x)) = f(e7) = (e")* = >
(9o f)lz) = g(f(x))=g(a?) =e
Opazimo, da velja: fog# go f!
b) f(z) = 1L, g(z) = 1 + a2

(fog)) = flg(x)) = f(l+2?) =

(90 D) g<f<x>>=g<1ix)=1+(1ix)2:m

c) f(x) = 15, 9(z) = \/13°

Foae) = f£(\5)=a
(9o N@) = 9(r2) =l

6. Dolocite kompozitume fo f, gog, fogin go f za funkciji f(z) = —1+ 2z in g(x) = 2 — 3.

(fof)a) = f(fx)=f(-1422)=—-1+42(—1+42z)=—-3+4az
(gog)(@) = g(g(z)) =9g(2—32) =2-3(2—-3z) = -4+ 9%
(fog)(x) = f(g9(z))=f(2-32)=-1+2(2-32) =36z
(gof)(x) = g(f(x)) =g(-1+22) =2—-3(-1+22) =562

7. Poiscite inverzno funkcijo f~1(x) k naslednjim funkcijam f(x).
a) f(x) =1+ arctg(3x)

Pisemo y = 1 4 arctg(3z) in zamenjamo vlogi = in y. Nato izrazimo y

x = 1+ arctg(3y)
arctg(3y) = x—1
f_l(x) =y = %tg(m -1).
b) f(z) =%
Po zamenjavi vlog x in y dobimo
2y +3
€T =

y— 2

x(y—2) = 2y+3

20+ 3

_1 = = =
f(@)=y o = @)
c) f(z)= \/J_?
Po zamenjavi vlog x in y dobimo
B y
r =
1+ 2
?(1+y°) = ¢
-1 . - 332 o X
f (:'E) - y - 1—x2 — m
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8. Dani sta funkciji f(z) = €1~ in g(x) = % Dolo¢ite kompozitum (g~' o f~1) ().

ez
Najprej izra¢unamo inverzno funkcijo f~!(x)

r = l+e %
In(z—1)
y = ——

Nato izra¢unamo inverzno funkcijo g=!(z)

In(y —1
, - b-1)
2
y = e +1.
Nazadnje izracunamo kompozitum
-1 -1 2.1n (z—1) 1 T
o r)=-¢e -2 l=—+4+1=
(g ! ) (2) + r—1 + r—1
9. Izracunajte naslednje limite.
a)
sin 3z 3sin
lim = lim y_ 3
z—0 X y—0 Yy
sin ax
Substitucija y = 3z, x = £, + — 0 = y — 0. Splosneje: ilg}) = a
b)
sin az sin ax lim 0 sin ax
im — = lim —%— = = = -
=0 sinbx  z—0 sinbz lim,_,q S22% b b
x x
c) (%)
. 1—sinz . 1—sin(5 —y) . 1—cosy
lim —= = lim ———— =lim ———
v—5 (5 — ) y—0 y =0y
— lm cos? ¥ +sin® ¥ — cos? § + sin* §
y—0 y2

sin £\ 2 sin?\? 1
= 2lim< 2> =2<lim 2> i
y—0 Y y—0 Yy 2

™

Substitucija y = § —x, v = § —y. Ko gre v — 7, gre y — 0. Upostevamo enacbe iz

oA |

trigonometrije: sin (T — a) = cosa, cos® a + sin® @ = 1 in cos (2a) = cos? a — sin? a.
d)
3\ NG . N
lim Tt = lim 1+ = Moo 755 — ¢
x—oo \ T + 2 Z—00 T+ 2
e)
2 221 222
2 T 2 z2-1 2
x*+1 T limg— 0o 2*_ 2
zlinolo <x2—1> _:1:15130 <1+ 22—1> o t=e
f)
502 — 3z 41 5-34+ %
1 T _ r+1 lim p 3 2 _ g
z—oo  x2+43 z—o0 143

g)

1 1, 1
Va2 +1— Va2 +1 , \/1+P_€/E+F
= lim =1

1m
eVt l= Vet e i Lo gLy
x xT x

Ulomek zgoraj in spodaj delimo z najviSjo potenco z-a, to je z x.
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h) ,

11—
lim (Va2 —1—2) = lim ——— i A

r—00 Tr—0Q0 1/ _{_z
i)
2vVx —2
lim (vVx+2—+z)ver—2= lim
Jim va) 200 VTt 2+ T
J)
: 3 3 (33 + 1)2 ( — 1)2
lim <\/(a:—|—1)2— \/(93—1)2> = lim —
700 v—=o0 3/(x + 1)4 + ¥/ (z + 1)%( )2+ ¥/ (z —1)*
~ lim 43: —0
w—>oo§/x+1 + 3 (r+1)2(x - 1)2+ (z - 1)4
Uporabimo enakost a® — b = (a — b)(a® + ab + b?).
k)
. (z—=1DvV2—=x V22— 1
im —*—~  —=]lim-—A— = —
z—1 2 —1 z—1 T +1 2
)
51 —1)(2? 1
i " :hm(x J@*+tz+1) 3
iol22 + 220 — 3 aol (x —1)(z + 3) 4
m)
. V4+5r—2 . %4 )
lim ———— = lim ==
z—0 2z 1—02z(v/4+5x+2) 8
n)
lim V9i+2z-3 lim (V1+2z-3)(V1+22+3)(vVz+2)
a—4  Jr —2 e—4 (Vo —2)(Vz+2)(V1+22+3)
U2 0(EEY) L 2(/E+2) 4
e—4 (x —4)(V1+2x+3) z—4(y/1+2x+3) 3
0)
— -1
lim Lo VE gy YEWVE L
z—1 /xr —1 z—1 \/:E—l
P)
o™ =1 o (r=D@™ 2™ 2tz +1) m
lim ——— = lim -
a—laz?—1 -1 (z—1)(@»t+a2n 2+ +241) n
r)
limzlnz = lim (—y)e ¥ =0
x—0 Y—00
Substitucija x = e Y, Inx = —y, y = —Inx. Ko gre x — 0, gre y — oo.
s)
lim 2% = lim exlnx _ elimxﬁoxlnz _ elimyﬂoo(fy)e’y _ e0 -1
z—0 z—0
Uporabimo enakost & = e™? in substitucijo x = e™¥, y = —Inxz. Ko gre  — 0, gre y — oo.

. Dologite f(z), ¢e je f(1+x) =2 — 3z + 22
Uvedemo substitucijoy =14+zo0z.lz =y —1
fFly)=2-3y—1)+@y—1)*=y"—5y+6.

Torej je f(x) = 2% — 5x + 6.
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11. Dolocite vrednost parametra a tako, da bo dana funkcija zvezna.

a) f(x) :{ e”, z <0,

z+a, x>0.

Edina mozna tocka nezveznosti je v tocki x = 0. Da bo funkcija zvezna, mora biti leva
limita enaka desni: lim f(x) = lim f(z). Ker je
z10 z|0

lim f = lime* =1

1%n (m) 1%11 ,

i = 1 =
1{11 )‘(:U) 1fn(x + a) a,

mora biti a = 1, da bo funkcija zvezna.

sin 2z T > 0,

b) f(x):{ a(=a? +1), z<0.

Edina mozna toc¢ka nezveznosti je v tocki x = 0. Ker je

li = i —22+1) =

;%f(z) %a( = +1) =a,
sin 2x

li = i =92

lim f(x) lim — :

mora biti a = 2, da bo funkcija zvezna.

xsind, =z
) fo)={ P L7

a, z=0.

Edina mozna tocka nezveznosti je x = 0. Da bo funkcija zvezna, mora biti limita funkcije
enaka vrednosti funkcije v tocki z = 0: lin%) f(z) = f(0). Velja
r—

1 .
lim f(z) = lim zsin — = lim Y .
x—0 z—0 X y—oo Y

Uporabimo substitucijo y = %, r =1 Kogrez — 0, gre y — co. Upostevamo 3e, da je

funkcija sinus omejena. Ker je f(0) = a, bo funkcija zvezna, ko bo a = 0.

2\/x, 0<z<l,
12. Tam, kjer funkcija f(z) = 4—2z, 1<z <3, nizvezna, dolo¢ite levo in desno limito.
20 — 17, g <x<4

Mozni tocki nezveznosti sta v a1 =1 in x9 = %, kjer izra¢unamo levo in desno limito.
lim f(x) = lim2yxz =2
zT1 f( ) zT1 \/>

li = lim(4 — 2z) =2
lim f(z) lim(4 — 2z)

Ker sta limiti enaki, je v tocki 1 = 1 funkcija zvezna.

lim f(x) = lim(4—2z)=—1
:(:Tg :L’T%
limf(z) = lim(2z—-7)=-2
mlg :vlg

Limiti nista enaki, torej funkcija v tocki xo = % ni zvezna.

13. Narisite grafe naslednjih funkcij.
a) f(z) =3~ |zl

3+z, =<0,

in narisemo.
3—z, x>0,

Funkcijo zapiSsemo brez absolutnih vrednosti f(z) = {
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b) f(z) =2— 3z + 2?2

To je kvadratna funkcija z ni¢lama x; = 1 in z9 = 2, zacetno vrednostjo v tocki (0,2) ter
temenom v tocki (3, —1).

c) fx) =55

To je racionalna funkcija z niclo z = %, polom v tocki x = —%, vodoravno asimptoto y = %
ter zacetno vrednostjo f(0) = —3.
d) fz)=e

Najprej narisemo kvadratno funkcijo —z2, nato pa z uporabo lastnosti eksponentne funkcije
(e¥ =1, lim, o % = 0) narisemo se funkcijo f(z).

e) f(z) =z + arctanz

Graf funkcije je omejen z asimptotama y = x & 7.

/ N

a) f(x) =3—|z| b) f(z) =2 — 3z + 2?2
/ \2
-1
¢) f(z) = 5373 d) f(z) =e

e) f(x) =z + arctanz
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ODVODI

Pravila za odvajanje:

(f(z) £ g(z)) f(x) £ 4'(z)
(C-f(z)) = C-f(z) (C=konst.)
(f(z)-g(x)) = f(2)g(z)+ f(z)g' ()
@)\ _ J(@)g(x) - f(z)g' (=)
9(x) 9*(z)

(#") =na"t [ (C)Y =0 (C = konst.)
() = (3) =%
(nay =1 Vo) =5k
(sinz)’ = cosx (arcsinz) = 11—m2
(cosx) = —sinz | (arccosz) = — 117902
(tgx) = Coslzx (arctgr) = ﬁ
(ctgz) = —Sinl% (arcctgr)’ = —ﬁ

L’Hopitalovo pravilo:

Ce rac¢unamo limito ulomka oblike % ali 22, velja

@) )
M) g

1. Odvajajte naslednje funkcije.

a) f(x) =3sinx — 5cosx
f'(z) =3cosx + 5sinx

b) f(z) =22 +Vz +1 ,

2vV/x +1

fl(x) =22+

c) flx)=xV1+x2

d) f(z) =z arctgz

y x
= arct
f'(z) = arctge + 122

e) f(z) =e"cosx
f'(z) =e"cosz +e” - (—sinz) = e”(cosz — sinx)

£) flo) = =2

2z —5)23 — (22 — 5x — 1)32%2 —2%2 + 102 +3

fi(z) = =

26 xt
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sin x+cos

g) f(ﬂf):m

Fla) = —(cosz —sinz)? — (sinz + cosx)? —2cos?x — 2sin’x B 2
N 2 - 2 =

(sinz — cos x) sin®z — 2sinzcosx + cos?x  sin2z —1

1
f'(z) = —— - cosx = ctgw
sin

2
f'(z) = 31In? (2?) - % 9y — M

X X

, 2 +1 22 +1-222 1—a?
f(.%'): ) 2 2 2
x (x2+1) z(z2+1)

2

f'(z) = e®cos® z — 2¢® cos xsinz = ” (cos® z — sin 2z)

m) f(z)=Inva?

@)= s =g
n) f(x)zarctg%
) - 1 2_1—x+1;—x: 22 2: 12
1+ (1) 1—x) I—a2+(1+2? 1+a

0) f(I‘) _ In(sinxz)

~ In(cosz)

1 1

~cosx - In (cosx) + In (sinx) - -sinx  ctgz - In(cosz) + tgx - In (sinx)

f’(l') _ sinz — (COS w) cosT _ = (COS x)
p) f(z)=1In(In*(In®(z)))
@) = b 2 (0% (1) 31 () - - = 6

In? (In? (z)) In® (z) z  zln(z)ln(In®(z))

. Z uporabo enakosti z = e®® odvajajte naslednje funkcije.

1

a) f(z) ==
f) = ot = (e)7 =t
flx) = ex™e (=g L) Leine(] _lng)
b) f(z) = asin®
flz) = aomF — (ne sine
fllz) = ™% (lging +Ina cosz)
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3. Dana je funkcija f(z) = ;15 + =55 Dolocite f'(0) in f(—1).
Izra¢unamo odvod funkcije
-1 —6x

f/(x) = ($+2)2 + (1:2 T 1)2.

Sledi f/(0) = —% in f/(-1) = 3.

4. Funkciji hiperboli¢ni kosinus (ch) in hiperboli¢ni sinus (sh) sta definirani s predpisoma

chz = #, shx = #
Izrac¢unajte ch’z in sh'x.
Odvajamo
ch’z = ? = shz,
sh’z = ? = chx.

5. Odvajajte implicitno podane funkcije.
a) z+y=a2%+a3
Najprej odvajamo levo in desno stran enacbe ter nato izrazimo 3’.
l+y =20+322 = ¢y =20+322-1

b) 22 —ay+42 =0

20—y —ay +2yy = 0
;o Yy — 2x
Y 20 —x
c) 2?2 +3xy—y? =3z +5
2x + 3y + 3xy —2yy’ = 3
;. 3—2x -3y
Y 3x — 2y
d) ny+ =2
1 _ /
Iy
Y Y
y/ _ Yy
=y
e) In(z? + y?) = arctgZ
1 1 yr—vy
——— 2z +2yy) = .
52 2 2
=y O
20+ 2yy yr—y
.l‘2+y2 - l‘2+y2
204+ 2yy = Yr—y
y(—2y) = 2az+y
, 2x +y
y =
r — 2y
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6. Z uporabo L’Hopitalovega pravila izracunajte naslednje limite.

a)

. 1 —cosx . sinx 1 .. sinzx 1
hmiz 1m = — . ]lilm — _
z—0 12 z—0 2T 2 250 = 2
=1
b)
. 2
2arcsinx T2 2
lim ———— = lim ==
z—0 3x z—0 3 3
c)
g D 2" ) T4t —e” L we” 1
x—0 :L‘3 z—0 3(15'2 z—0 Ox 6

7. Poiscite drugi odvod naslednjih funkcij.
a) f(z) =e"%cosw
Drugi odvod dobimo tako, da prvi odvod Se enkrat odvajamo.

fl(x) = eM¥cos?z — M sing = *"%(cos’ z — sinz)

() = eMcosz(cos®z —sinz) + " ¥(—2coswsinz — cos x)
sinz 2

= "M% cosx(cos®x — 3sinz — 1)

b) f(z) = z(sin(Inz) + cos (Inx))

f'(z) = sin(Inz)+ cos(Inz) + z (cos (Inz)i —sin(lnz)i) = 2cos (Inz)
f'(z) = —2sin(lnz)
¢) fla)=aVI+a?
N
fel = e
2z(1+222)
) = de V1+a? — S = _ 3z +22°

1+ 22 (14 22)3/2
d) z=In(l1+y)

Implicitno dvakrat odvajamo.

/

_ Yy
14y

= y’zl—i-y = y":ylzl—i—y

8. Izracunajte vrednost tretjega odvoda % v tocki (1,1), ée je 2 + 2y +y> —4x + 2y — 2 = 0.

Implicitno podano krivuljo trikrat odvajamo

20 +2zy +2y+2yy —4+2y = 0,
rtay +y+yy —2+y = 0,
L2y +ay’ + () +yy" +y" = 0,
3y//+$y/// +3y/y// +yy///+y/// — O
Izrazimo ustrezne odvode in jih izracunamo v dani tocki
2—x—y
/ /
20 o y1,1) =0,
Y ey y(L1)
-1-y' - ()’
! — = /1 1’ 1 — _l’
Tyl YLD =3
_3y// _ 3y/y//
" " 1
== —g 1,1) = L.
Try+1 YLl =3

42



9. Poiscite n-ti odvod funkcije f(x) = e~3%.

Izra¢unajmo prvih nekaj odvodov

fl(x) = —3e732,

fla) = (=3,

f”’(:c) — (_3)3673:1:'
Splosna formula za n-ti odvod

f(x) = (=3)"e ™"

10. Poiscite n-ti odvod funkcije f(x) = sin®z.

Izra¢unajmo prvih nekaj odvodov

f'(z) = 2sinzcosx = sin2z,
f"(z) = 2cos2x,

f"(x) = —4sin2x,

f9(z) = —8cos2a.

Splosna formula za n-ti odvod

£ () = (—1):T+12”_1 sin 2z, n lih,
(—=1)2T127 L cos 22, n sod.

11. (&) Poiscite n-ti odvod funkcije f(z) = ﬁ, a € R, tako, da jo zapiSete s parcialnimi ulomki.
Funkcijo f(z) najprej razbijemo na parcialne ulomke

1 A B (A+ B)x+a(A - B)

2 = = 2 2 :

2 —a r—a xT4+a 2 —a

Dobimo sistem enath A+ B =0 in a(4 — B) = 1, ki ima refitev A = &~ in B = —5-.
Funkcijo f(z) nato odvajamo

fl@) = 2a(x1— a) 2a(931+ a) 21? (z-a)" = (=+a)7),
flz) = % (~(z—a) 2+ (z+a)?),

) = % (2(z —a) % =2z +a)7?),

f(x) = % (=6(z —a)"" +6(z+a)7").

Od tu izpeljemo splosno formulo za n-ti odvod

1 1

@) = (1l (=) = ).

12. Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija

Fz) = e“+x2+1, <0,
| az + b, x>0

zvezno odvedljiva.

43



Funkcija je zvezno odvedljiva, ko sta funkcija in odvod zvezni funkciji. Edina mozna tocka
nezveznosti je v x = 0. Pogoja: lim f(x) = lim f(z) in lim f'(z) = lim f'(z).
z10 z|0 z10 z|0

limf(z) = lim(e”+a*+1) =2

li = i b)=b
;?Sf(fv) ﬁlg(aa:+ )

Da bo funkcija zvezna, mora biti b = 2. Odvod funkcije je

N ) et 2z, x <0,
f(x)_{a, x> 0.

1' ’ ! — 1‘ ea: + 2 — ]
1‘ ’ / = 1‘ =

Da bo odvod funkcije zvezen, mora biti a = 1.

. Dolocite parametra a in b tako, da bo funkcija

2 +2x -1, <0,
ax + b, x>0

)=
zvezno odvedljiva.
Edina mozna tocka nezveznosti je v x = 0.

lim f(z) = lim(2® +22—1)=—1

z10 10
li = i b)=>
lim f(=) ;ﬁ)l(aaﬂr )
Da bo funkcija zvezna, mora biti b = —1. Odvod funkcije je
, _J 2x+2, <0,
Fla) = { a, x> 0.

lim f'(z) = 1i%(2$ +2)=2

zT0
lim f'(z) = lima=a
z|0 f ( ) z|0

Da bo odvod funkcije zvezen, mora biti a = 2.
. Dolocite parametre a, b, ¢ in d tako, da bo funkcija

> +ax+b, x<0,

f(x) =4 cosuz, 0<z<3,
cx +d, T > 7
zvezna in zvezno odvedljiva.
Funkcija f(z) je zvezna v tocki xg, ko je liTm fz) = lilm f(z) in zvezno odvedljiva, ko je
xlxo rlTo

lim f'(x) = lim f/(x). Najprej izracunamo odvod
zTxo AR

2¢ +a, =<0,
fllx)=4¢ —sinz, 0<2<3,
c, x> 3.
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Preverimo zveznost in zvezno odvedljivost v tocki x = 0

li% flz) = hm(m +ax +0b)=b,
li =1

lim f (2) ﬁg(cos ) =

lim f'(z) = lim(2 =

lim f (x) xl?ol( T +a)=a,

lim f/(x) = lim(— 0.

lim f (z) ﬁ%( sinx) =

Iz prvih dveh enach sledi, da je b = 1, iz drugih dveh pa, da je a = 0. Preverimo Se zveznost in
zvezno odvedljivost v tocki x = 5

lim f(x) = lim(cosz) =0,

x5 x5

lim f(z) = lim(cx+d) = C—W+d,
g x5 2
lim f(z) = lim(—sinz)=—1,
=15 15

lim f'(r) = lim(c) = c.

x5 x| 5

Iz drugih dveh enacb sledi, da je ¢ = —1, iz prvih dveh pa nato, da je d = 7.
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UPORABA ODVODOV

Monotonost funkcij:

i) Funkcija f je narascajoca, ce je f' > 0.
ii) Funkcija f je padajoca, ¢e je f' < 0.

Konveksnost /konkavnost funkcij:

i) Funkcija f je konveksna, ¢e je f” > 0.
ii) Funkcija f je konkavna, ce je f” < 0.

Ekstremi funkcij:

Tocka a je stacionarna tocka funkcije f(z), ¢e je f/'(a) = 0.
Ce je f"(a) < 0, potem je v tocki a maksimum.
Ce je f"(a) > 0, potem je v tocki a minimum.

Ce je f"(a) = 0, potem je v tocki a sedlo.

Tangente in normale:

Smerni koeficient tangente na funkcijo f(x) v tocki (zo,yo) je ke = f'(x0).
Smerni koeficient normale na funkcijo f(x) v tocki (zo,yo) je kn = —k%.

Enacba premice skozi tocko (xg,yo) in smernim koeficientom k se glasi y — yo = k(z — x9).

— Y2~y (x _ 371)-

Enatba premice skozi tocki (z1,y1) in (22,y2) se glasi y —y1 = 222

1. Dolo¢ite intervale naraséanja in padanja funkcije f(z) = 223 + 322 — 122 + 7.

Funkcijo najprej odvajamo
f'(x) = 62% + 62 — 12.

Funkcija je naraséajoca na intervalu, kjer je f'(z) > 0, torej, ko je 22 +x—2 = (z+2)(z—1) > 0.
Resitev kvadratne neenacbe je unija intervalov (—oo,—2) U (1,00). Funkcija je padajoca na
intervalu, kjer je f’(x) < 0, torej na intervalu (—2,1).

2z

2. Dolocite intervale narascanja in padanja funkcije f(x) = a7

Funkcijo najprej odvajamo

by 20042 —20- 20 2— 247
@ ="t ey~ v

Funkcija je narascajoca na intervalu, kjer je f/(z) > 0

2

1—2¢ > 0
2 < 1
lz] < 1

Torej je funkcija naraséajoca na intervalu (—1,1). Funkcija je padajoca na intervalu, kjer je
f'(z) < 0. Dobimo, da je funkcija padajo¢a na uniji intervalov (—oo, —1) U (1, 00).

3. Dolocite intervale naraséanja in padanja funkcije f(z) = |22 — 1| + |z + 2|.
Funkcijo najprej prepisemo v obliko brez absolutnih vrednosti

2 —x— 3, T < —2,
fla)y=q 2 +2+1, —2<z<-lz>1,
—2?4+x+3, —-1<z<l.

46



Odvajamo
%1, x< -2
fx)={ 2z+1, —-2<zx<-1l,2>1,
9r 41, —1<z<l.
Funkcija je naraséajoca na intervalih, kjer je f'(z) > 0 in padajoca tam, kjer je f'(z) < 0. Ker za

posamezne predpise velja: 2x—1>0:>:1c>%,23:+1>0:>x>—%in —2x+1>O:>a:<%,

je funkcija narascajoc¢a na uniji intervalov (—1, %) U (1,00) ter padajota na uniji intervalov

(—o0, —1) U (4,1).
4. Dolocite in klasificirajte stacionarne tocke naslednjih funkcij.
a) f(z) =8z — 22?
Stacionarne tocke dobimo tam, kjer je
f(z) =8 —4x =0,

torej pri & = 2. Drugi odvod je f”(z) = —4. Ker je f(2) = —4 < 0, je v tocki z = 2
lokalni maksimum.

b) f(z) = 2% ®
Stacionarne tocke dobimo tam, kjer je
fll@) =a(2—x)e" =0,

torej pri #1 = 0 in z2 = 2. Drugi odvod je f"(x) = (22 — 4z + 2)e™®. Ker je f”(0) =2 > 0,
je v tocki 1 = 0 lokalni minimum, in ker je f”(2) = —2e~2 < 0, je v tocki x5 = 2 lokalni
maksimum.

c) f(z) = (2% — 6z +9)e”
Stacionarne tocke dobimo tam, kjer je
fl(@) = (z —1)(z = 3)e" =0,

torej pri x1 = 1 in x93 = 3. Drugi odvod je f”(x) = (2% —2x—1)e®. Ker je f(1) = —2e < 0,
je v tocki z1 = 1 lokalni maksimum, in ker je f”(3) = 2e® > 0, je v tocki z2 = 3 lokalni
minimum.

5. Dolocite tocke, kjer funkcija f(z) doseze najvecjo oz. najmanjso vrednost na intervalu I.

a) fla) =533, I1=[0,4]

Izracunamo prvi odvod

2z —3)(x+1)— (22 -3x) 224+22-3 (z+3)(z—1)

f@) = (@ +1)? T @t (@t

Stacionarne tocke so resitve enacbe (z + 3)(z — 1) = 0, ki ima dve resitvi: z; = —3, x9 = 1.
Prva ne lezi na danem intervalu, zato nas zanima samo druga resitev. Ker je v tockah levo
od 1 prvi odvod negativen, v tockah desno od 1 pa pozitiven, je v tej tocki lokalni minimum.

f(4) = %. Najvecja vrednost je torej dosezena v tocki (4, %), najmanjsa pa v tocki (1, —1).
b) f(z) = 2tgr —tg*x, I1=[0,%)

Izra¢unamo prvi odvod

1 2(1 —t
— 2tgx - = ( 87) .
cos? x cos? z cos? x




s

Stacionarne tocke so resitve enacbe tgr = 1, ki ima na danem intervalu resitev x = 7.
Resitev gornje enache je sicer neskoncéno, a le ena lezi na danem intervalu. Ker je v tockah
levo od 7 prvi odvod pozitiven, v tockah desno od % pa negativen, je v tej tocki lokalni mak-
simum. Vrednost funkcije je f(%) = 1. Preverimo e vrednost v levem krajiscu intervala:
f(0) = 0 in limito funkcije, ko se priblizujemo desnemu krajis¢éu intervala

. . . 2sinxzcosx —sin’x
lim f(x) = lim (2tgz — tg?z) = lim 5 = —00.
T—3 TG z—T% Cos“ T

Najvecja vrednost je torej dosezena v tocki (7, 1), najmanjsa vrednost pa ne obstaja.
6. ZapiSite enacbo tangente in normale na krivuljo v dani tocki T

a) y=2*(2—-x)* T(3,y)

Funkcijo y = 22(2 — )% = 2* — 423 + 422 odvajamo in dobimo y' = 42% — 1222 +8x. Smerni
1 1

koeficient tangente je k; = y/(3) = 24, smerni koeficient normale pa k, = —& = —31
Tocka T'(3,9). Enacba tangente se glasi

y—yo = ki(xr—0),
y = 24z —63.
Enacba normale pa
Yy—yo = kn(z —x0),
Yy = —2—1455 + %.

b) y =23 +22% —4x -3, T(-2,5)

Odvajamo in dobimo y’ = 322 + 42 — 4. Smerni koeficient tangente je k; = y/(—2) = 0.
Enacba tangente se glasi

Yy—Y% = kt(:E_xO)v
Yy = 9.
Enacba normale pa x = —2. Tangenta je vzporedna z osjo x, normala pa z osjo y. Dana

tocka je tako stacionarna tocka.

¢) y=In(sinz), T(3,y)
Odvajamo in dobimo 3’ = ctgz. Tocka T'(%,0). Smerni koeficient tangente je k; = y/(5) =
0. Enacba tangente se glasi y = 0, enacba normale pa z = 7.

d) y=az"% zxp=m

7 uporabo enakosti z = % dobimo y = e“***!"*  Odvajamo in dobimo

! __ cosxlnx [ _: coszx
Yy =e ( sinzlnx + <> )

Torej T(m,+). Smerni

Izracunamo 8e vrednost funkcije v tocki g = m: yo = y(mw) = %
si

koeficient tangente je ky = ¢/(7) = —#. Enacba tangente se gla:
y—vyo = ki(z—xo),
Yy = —ﬂ%x + %
Smerni koeficient normale je k,, = —k% = 72, Enacba normale pa
y—yo = knl(z —20),
— 2 3 1
y = mr—7m"+ ..
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e) Y +y—6xz=0, T(1,-3)

Krivuljo implicitno odvajamo in dobimo

2y +y —6=0 = ¢ = 2;11.
Smerni koeficient tangente je k¢ = v'(xo,%0) = ¥/ (1, —-3) = —g. Enacba tangente se glasi
y+3 = —S(z-1),
y = —8u_ 9,
Smerni koeficient normale je k, = —kit = %. Enacba normale pa
y+3 = 2(x-1),
y = o2

7. Poiéite tisto tocko na intervalu [0,3], v kateri je tangenta na krivuljo f(z) = 2% vzporedna
premici skozi tocki A(0, f(0)) in B(3, f(3)).

Tocki sta A(0,0) in B(3,9). Enacba premice skozi dve tocki je

Yy—y = (x —z1),
y = 3.
Ker sta premici vzporedni, sta smerna koeficienta te premice in tangente enaka
v (vg) =k = 3
29 =

rog =

ojee O

Upostevali smo, da je f'(z) = 2z. Torej je yo = f(xo) = %. Iskana tocka je T(%, %).
8. Poiscite tisto normalo na krivuljo y = xlnx, ki je vzporedna premici 2x — 2y + 3 = 0.

Premico 2z — 2y + 3 = 0 zapiSemo v eksplicitni obliki y = = + %, od koder dobimo smerni
koeficient k = 1, zato je k, = 1 in k; = —1. Is¢emo Se tocko. Odvod funkcije je v/ = Inz + 1.
Sledi

kt:y,($0) =lnzg+1 = -1
Inzg = 2
rg = e 2.
Zato je yg = —2e~? in T'(e~2, —2e~2). Enacba normale je tedaj y =  — 3e 2.

9. Dolocite kot pod katerim se sekata krivulji y = sinzx in y = sin 2z v izhodisc¢u.

Krivulji ¢ in ys se sekata pod istim kotom kot tangenti na ti dve krivulji v presecis¢u. Vemo, da
je smerni koeficient premice enak tangensu kota, ki ga premica oklepa s pozitivnim poltrakom
x-osi. Presecisce je v tocki 7°(0,0).

Ker je y1 = sinx in zato y] = cosz, je k1 = y1(0) = 1. Podobno, ker je y = sin2x in zato
yh = 2cos2z, je ka = y4(0) = 2. Oznacimo k; = tga in ko = tgB. Istemo kot ¢ = f — a. Iz
trigonometrije poznamo formulo

tgp = tg(8 —a) = %-
Sledi
tgp = f2=h 1
1+ kike 3’
p = arctg% ~ 18°26'.
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10. Z diferencialom izracunajte priblizno vrednost funkcije f(x) = v/3x2 4+ 3z + 4 pri z¢ = %.
Priblizno vrednost funkcije s pomocjo diferenciala izracunamo po formuli
fla+h)~ f(a)+ f'(a)h.

Odvod funkcije je

6x + 3
f@) = s .
2vV3x¢ +3x +4

Vrednost funkcije in odvoda preprosto izracunamo v tocki a = 0, ki je blizu zy = lg—o: f(0)=2
in f/(0) = 3. Sledi

f(35) =2+ 32 55 =2.06.
Za primerjavo: toéna vrednost na 5 decimalk je f(35) = 2.06378.

11. S pomogjo diferenciala izra¢unajte priblizno vrednost za /17 in v/31.

Vrednost cetrtega korena} znamo lepo izrac¢unati pri 16, ki je blizu 17, torej a = 16, h = 1. Odvod
funkcije f(z) = /z = 21 je

x

>

fl(a) =

[N

Dobimo f(16) =2, f/(16) = 35 in
V1T~ 2+ 1 35 = 2.03125.

Toéna vrednost na 5 decimalk je v/17 = 2.03054.
Vrednost petega korena znamo lepo izracunati pri 32, ki je blizu 31, torej a = 32, h = —1.
Odvod funkcije f(z) = J/x = x5 je

Dobimo f(32) =2, f/(32) = g5 in
V3la2—1- 4 =1.09875.

Toéna vrednost na 5 decimalk je v/31 = 1.98734.

12. Razstavite stevilo 36 na produkt dveh faktorjev tako, da bo vsota njunih kvadratov najmanjsa.
Pisemo 36 = a:Q‘ y in is¢emo taka z in y, da bo 22 + y? minimalno. Torej je y = %. Funkcijo
flx) =22+ ?;% odvajamo in dobimo

236> 2(z* —6%)

a3 a3

f(@) = 20
Ekstremno vrednost dosezemo tam, kjer je f/(x) = 0.

-6t = 0
(z —6)(z+6)(z>+36) = 0

Od tod sledita dve resitvi: z; = 6, y; = 6 ter 9 = —6, y3 = —6.
13. Dolocite stranici pravokotnika z obsegom 20 enot, ki bo imel najvecjo plosc¢ino.

Obseg pravokotnika je 2a 4+ 2b = 20, od koder sledi b = 10 — a. Plos¢ino izrac¢unamo po formuli
p = ab. Ekstremno vrednost dobimo tam, kjer je odvod funkcije p(a) = 10a — a? enak 0

p'(a) =10 — 2a = 0.

Od tod sledi, da je a = b =5 in ta pravokotnik je kvadrat.
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14. Poiscite tocko na krivulji y = v/—Inx, ki je najmanj oddaljena od izhodisca.

15.

16.

17.

Funkcija razdalje tocke T'(z,y) do izhodisca je d(z,y) = /22 + y2. Ker je y = v/— Inz, is¢emo
minimum funkcije f(z) = Va2 — Inz. Odvajamo in dobimo

1 1 222 — 1
- . (295 — 5) =
2vz? —lnzx 2¢vVx? —lnx
2

Minimalno vrednost dobimo tam, kjer je odvod enak 0, torej, ko je 222 — 1 = 0, oz. 22 =
Enacba ima sicer dve resitvi, vendar je dana funkcija definirana le za = € (0, 1] in zato pride v

postev le x = \f Torej je tocka T 2 VInv?2 2) najblizje izhodiscu.

f(=) =

N[ =

Na paraboli 32 = 4z poiséite tocko, ki je najblizja tocki T(6,0).

Funkcijo razdalje zapiSsemo kot funkcijo spremenljivke x

d(z) =+/(z —6)? + 4o = Va2 — 8z + 36.
Odvajamo in dobimo
z—4
Va2 — 8z + 36

Ekstremno vrednost dobimo tam, kjer je d’(x) = 0, torej pri z = 4. Tako dobimo dve (simetri¢ni)
tocki T (4, —4) in Th(4,4), ki sta najblizji dani tocki. Razdalja je d = 2+/5.

d(r) =

V polkrog z radijem 2 vértajte pravokotnik z najvecjo ploséino. Dolocite stranici pravokotnika.

Za stranici pravokotnika (glej skico) velja zveza b = V4 — a?. (Oglisée T'(a,b) lezi na kroznici
2, .2
z*+y*=4.)

T (ab)

-2 a 2

Slika 5: Polkrog z vértanim pravokotnikom.

Plos¢ino izrac¢unamo po formuli p = 2ab, zato maksimiziramo funkcijo p(a) = 2av/4 — a?. Odva-
4(2 — a?)

jamo in dobimo
a) =24 —a?+2a- —2a) = ——=.
0iE—a? (=20) 4 —q?

Najveéjo vrednost dobimo tam, kjer je odvod enak 0, torej, ko je a?> = 2. Ker mora imeti stranica
pozitivno vrednost, dobimo a = b = /2, in najvecja ploic¢ina je enaka p = 4.

Iz pravokotnika s stranicama 8 in 5 enot izrezite v vsakem vogalu kvadrat s stranico x enot,
nato pa iz tako dobljene mreze sestavite odprto skatlo. Koliko naj bo x, da bo prostornina tako
dobljene skatle najvecja?

Prostornino skatle izra¢unamo po formuli
V(z) = (8 — 22)(5 — 22)x = 42® — 2627 + 40z.
Odvajamo in dobimo

V'(z) = 122% — 52z + 40.
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18.

19.

20.

Ekstremno vrednost dobimo tam, kjer je V/(z) = 0, torej ko je 322 —132+10 = (z—1)(3z—10) =
0. Od dveh resitev 1 = 1 in 29 = % je smiselna le prva.

Krogli s polmerom R vértajte valj z najvecjo prostornino. Doloc¢ite polmer r valja.

Velja zveza (Pitagorov izrek) R? = r? + (%)2, kjer je v visina valja. Torej > = R? — %2.
Prostornino valja izra¢unamo po formuli V' = 7r?v. I§éemo torej maksimum funkcije
Viv)=mn <R2 ”2> v =nR% —7r43

Odvajamo in dobimo

V'(v) = mR?* — 3m2.
Ekstremno vrednost dobimo, ko je V'(v) = 0, torej ko je TR? = 471"1) Sledi v? %RQ in zato
v = %\/g‘ Tedaj je > = R? — %RQ = %R2, torej je polmer enak r = RT\/é.

\/ﬂ

Odprt stozec (brez osnovne ploskve) ima prostornino
¢e naj ima od vseh takih stozcev najmanjso povrsino?

Velja zveza V = %777"21) = —Vgﬁ, kjer so V, r in v prostornina, polmer in visina stozca, torej

Koliksen je polmer osnovne ploskve,

v = Tfj%. Povrsino (plas¢) odprtega stozca izracunamo po formuli P = 7rs, kjer je s dolzina

2

stranlce Iz Pitagorovega izreka dobimo zvezo s? = r? + v2. Ko vstavimo enacbo za v dobimo

2;;”’ Is¢emo minimum funkcije

2 6 1
P(r)=mnr +ZT = —/2m + w276,
r

™r

8_

Odvajamo in dobimo

1 62D 2,6 .
P’(r) _ T omere - r —2r +m4rd . 1 _ 277(7Tr6 _ 1) .
r? r2v2m + w2r6

Ekstrem dobimo tam, kjer je P'(r) = 0, torej, ko je 778 — 1 = 0. Razstavimo in dobimo

(Var® = 1)(Var® +1) = 0,
(Vrr = )(Ymr® + Ve + D(Var + D) (Vrr? = Yar+1) = 0.
Resitev je r = 6%/77

() Iz kroga z danim polmerom R izrezemo izsek in preostanek zvijemo v stozec. Izberite kot
izseka tako, da ima dobljeni stozec najvecjo mozno prostornino.

Veljata zvezi R? = v? + r2, kjer sta r in v polmer in visina stozca, ter (2 — a)R = 27r, kjer

je a kot izseka. Sledi v = VR2 — 72 inr = % Prostornino stozca izracunamo po formuli
V= %7‘(‘7‘21}, ki jo zapiSemo kot funkcijo kota «

V(i) = R—3(27T —a)*Viara — o2,

2473
Odvajamo in dobimo

R? 1
Vi(a) = oY 3< 27 — a)Vira —a? + (27 — ) 2\/Zm(47r—2oz)>

R3(2m —a) —8ma+2a? + 4n? — dra + o?
24m3 Vira — o?
R3(27 — a) (472 — 127 + 3a?)
24m3/Ara — o2 '

Odvod je enak 0, ko je a1 = 27 in ko je as3 = 2m & %. Prostornina je najvecja pri kotu
a=2r(1 - ¥,
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21. Cimbolj natanéno narisite grafe naslednjih funkcij.
a) f(z) =223 +32% - 122 +7

To je polinomska funkcija. Zacetna vrednost je v tocki f(0) = 7. Nicle izra¢unamo z
uporabo Hornerjevega algoritma: 223 + 322 — 122+ 7 = (z — 1)?(22 4+ 7) = 0. Dobimo
dvojno niclo pri x12 = 1 in enojno pri x3 = —%.
Odvajamo in dobimo f’(z) = 62 + 6x — 12 = 6(x + 2)(z — 1) = 0. Stacionarni tocki sta
x1 = —2in 29 = 1. Drugi odvod je f”(x) = 12z + 6. Ker je f”(—2) < 0, imamo v tej tocki
lokalni maksimum, ker je f”(1) > 0 imamo v tej tocki lokalni minimum. Prevoje dobimo
tam, kjer je f(z) =0, to je v tocki x = —1

—
b) f(x) =2*—22%2 -3

To je polinomska funkcija. Uvedemo novo spremenljivko ¢ = x?. Funkcijo razstavimo

t2—2t—3 = (t—3)(t+1) = 0 in dobimo niéli t; = 3 in ty = —1. Iz enacbe 22 = 3, dobimo
resitvi x1 2 = :l:\/g, enacbha 2 = —1 pa nima realnih resitev.

Odvajamo in dobimo f/(z) = 423 — 4z = 4a(x — 1)(x + 1) = 0. Stacionarne tocke so
1 =0, 9 = 1 in 3 = —1. Drugi odvod je f”(x) = 1222 — 4. Ker je f”(0) < 0, imamo v
tej tocki lokalni maksimum, v ostalih dveh stacionarnih toc¢kah pa lokalni minimum, saj je

f7(£1) > 0.
c) fz) =%
To je racionalna funkcija. Nic¢la: x = 0. Pola: z1 = —1, 9 = 1. Vodoravna asimptota:
y = 0. Odvod je
2(1 — 2%) — 2z - (—22) 2+ 222
/
= = 0.
/(@) 1= 22y 1—227

Odvod je povsod strogo pozitiven. To pomeni, da stacionarnih to¢k ni, torej tudi ne
ekstremov, funkcija pa je povsod strogo narascajoca.

d) f(z) = 122,

To je racionalna funkcija. Nicla: x = 0. Polov ni. Vodoravna asimptota: y = 0. Odvod je

b 204 2?%) —2x-20 2 22°
Fla)= (14 x2)2 (14 22)2

Odvod je enak 0 v tockah 1 = —1 in 29 = 1. Ker je f/(—2) < 0, f/(0) > 0 in f'(2) < 0,
je v tocki 1 = —1 lokalni minimum, v to¢ki 3 = 1 pa lokalni maksimum. Velja Se
f(=1) = —11in f(1) = 1. Funkcija naras¢a na intervalu (—1, 1) in pada na uniji intervalov
(—o0,—1) U (1, 00).

e) flzx) =212

(z+1)(z—2)
T+2
Posevna asimptota: y = x — 3 (delimo polinoma in velja 22 —z — 2 = (v — 3)(z + 2) + 4).

Zacetna vrednost: f(0) = —1. Odvod je

To je racionalna funkcija f(z) = . Nicle: z; = 2 in 29 = —1. Pol: x = —2.

o e +2) - (@ —2-2) 2?+4a
fl(z) = (122 =G

Odvod je enak 0 v tockah z1 = —4 in 25 = 0. Ker je f/(—=5) > 0 in f'(—3) < 0, je v tocki
1 = —4 lokalni maksimum. Ker je f/(=1) < 0 in f'(1) > 0, je v tocki zo = 0 lokalni
minimum.

£) f(z) = 25

To je racionalna funkcija. Nic¢la: z = —1. Pola: 1 = 0 in 29 = 1. PoSevna asimptota:
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y = —x— 1 (delimo polinoma in velja 2 +1 = z(1 —z)(—z —1)+2x+1). Asimptoto sekamo
v tocki x = —1. Odvod je

f’(ac) _ 3;02(.%' - x2) -1+ x3)(1 —21) 203 1 op 1

(x — 22)? B 22(1 —x)?

Odvod je enak 0 priblizno za vrednosti x1 ~ 0.44 in x5 = 2.30. V prvi tocki je lokalni
minimum, v drugi pa lokalni maksimum.

7 -2 : =

a) f(z) =223+ 322 — 120+ 7 b) f(z) =a2* —22% -3

1

—H2-1 2

-

e) fla) = T2

)

g) f(z) = logs:=
g) f(x) =log3=s

To je logaritem racionalne funkcije. Najprej nariSemo racionalno funkcijo g(x) = :2324:?1
Nicla: x = % Pol: x = —%. Vodoravna asimptota: y = % Zacetna vrednost: (0, —%). Ker
je odvod
§ () = 23z +4) —3(2x — 3) _ 17 20,
(3x + 4)? (3x +4)?
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ekstremov ni. Uporabimo lastnosti logaritemske funkcije (logl = 0, lim,_,o, = 00, logaritem
je definiran le za pozitivne vrednosti) in nariSemo prvotno funkcijo f(x).

h) f(z)=2sin (% - %)

Funkcija sinus ima ni¢le tam, kjer je argument celostevilski veckratnik Stevila 7

2
5—5 = km keZ,
T = 4% + 2k,
Prvih nekaj nicel je z_1 = —%’T, To = %”, T = 107”.
Maksimumi funkcije sinus so
T 2 _ 0w
2~ 3 = 2 + 2]{77'(', k S Z,
TR = 7?? + 4km
Prvih nekaj maksimumov je z_y = —%ﬁ, To = %ﬁ
Minimumi funkcije sinus so
T 2r . _mw
33 = 2+2k7’(’, kez,
T — % + 4km.

Prvi minimum je zo = 3.
22. Cimbolj natanéno narisite grafe naslednjih funkcij.
a) f(r)=at — 23— 22
b) f(x) = L
c) flz) =a’e""
d) f(z) = {2,

1,
5,
2 -3
_‘1 N——— i
a) f(z) = 2 — 23 — 22 b) f(z) = T2
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INTEGRALI

NEDOLOCENI INTEGRALI

Pravila za integriranje:

Jt@tgands = [f@)drt [g@)a

/(C’-f(x))da: - C’-/f(x)dx (C = konst.)
[u@ ) = @)t - / (z)du(z) (per partes)

/ f(z = / f(g (uvedbanove spremenljivke)
(x=yg(t), daz=g'(t)dt)

Tabela elementarnih integralov: (a € R, C' = konst.)

n+1

Ja"dx = e TCn#F-1 [sinzdz = —cosz + C
f%zln|x\+0 Jcoszdr =sinz + C
Jetdz=e"+C fazdx:%—i-C

Az —tgx+C [shzdz = chz + C
[ 5% = —ctgz+C [ chadz = shz + C
foCfaQ = LlarctgZ + C fm—arcsingjtc

J o = gzt o | [ —m (o4 Va2 Ea?) +C

Integrale z v/1 — 22, Va2 — 1 in v/22 + 1 izra¢unamo s trigonometri¢nimi substitucijami

m = x =sintalixz = cost,
x, \/71 x = tgtalix = sht,

1
V=D = 2=

cost

1. S pomocjo tabele elementarnih integralov izra¢unajte naslednje integrale.

a) /(1—:E2)(1—x)dx:/(l—x—xQ—f—x?’)dx::E——x2+x—|—C
b) /1\}_5mdx:/(x%+xé> dx:2$%+§x%+0

1
c) /tga:dx—/snl;cdx:/< 5 —1>dx:tg:v—x+0
cos cos

in sin?z + cos?z = 1.

Upostevamo zvezi tgr = 212

1 3
d)/1er2 /(m _1+x2+1> dx—g—x—karctgx—FC

V prvem koraku delimo polinoma in dobimo z* = (2 + 1)(z? — 1) + 1.
3 2
e) /inldx_/<1+xQ+1> dz = x + 2arctge + C

56




390 1 T 1 2r _ L 1 1
e? + 1 e+ 1 2

. IzraCunajte naslednje integrale z uvedbo nove spremenljivke.

1 2 1 1
1— - —21 = — 2—-21 2
)/3 o /( >dt § (6 —2m) = 5 (30 +2 23z +2)) +C

Uvedemo novo spremenljivko ¢ = 3z + 2 z diferencialom dt = 3dz, oz. do = %.

1 1
b) /\/1—3xdx_—3/tsdt_—4‘é_—4(1—3x)§+0

Uvedemo novo spremenljivko ¢t = 1 — 3z z diferencialom dt = —3dz, oz. dz = — <.

3
1 1 1 2 2
——dor=— [t 2dt=—=-t2 = —=+/2-5H C
<) /m v 5/ ’ 5 5 v

Uvedemo novo spremenljivko t = 2 — bzx.

1 1
d) /(e_2x+3e3x) dx:/e_%d:ﬁ+3/e3xdx:—Q/etdt+/e“du:—2e_2w+e3m—|—0

Uvedemo novi spremenljivki t = —2z in v = 3z.

)/em d /dt tgt tge” 4+ C
e x = = arctgt = arctge
1+ 2 1+ ¢2 & s
Uvedemo novo spremenljivko t = e” z diferencialom dt = e” dx.

N

i dt
f) /tgwdx:/SIMde:— — =—In|t| = —1In|cosz| + C
Ccos T t
Uvedemo novo spremenljivko ¢ = cos x z diferencialom dt = — sin x dx.

g) /esmxcosxdx—/etdt—eSi”+C’

Uvedemo novo spremenljivko ¢t = sin z.

sin x —dt 1
—=— [ tT2dt=-2vVt=-2v1+ +C
h) /\/1+cosx Vi / Vi cose

Uvedemo novo spremenljivko ¢ = 1 + cos z.

. lnzac 9 3 Indzx
1)/36 /tdt—3—3+0

Uvedemo novo spremenljivko ¢ = In x z diferencialom dt = d%.

1 dt
) / dz = " =ln|t|]=In|lnz|+C

zlnx
Uvedemo novo spremenljivko ¢ = In x.

dx dt
o /xlnxln(lnx)_/ ~ =Mff =|n(nz)|+C

Uvedemo novo spremenljivko ¢t = In (In x).

t
1) / ;ﬁclg—i\—/; = /Qtdt = t? = arctg®\/z + C

Uvedemo novo spremenljivko ¢ = arctg,/z.

m) /x—/x—/dt—arcsin—arcsin +x+C
V1—2z— 22 2 — (1+z)2 V2 -2 V2 V2

Uvedemo novo spremenljivko t =1 + .
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W [V = [ mant VT TR

5 3 5 3
Uvedemo novo spremenljivko t? = 1 — 22 z diferencialom 2t dt = —2z dx.
0)
1-— 2 1 1 1
sinfzdr = ST =2 (1 —cost)dt = —(t —sint) = —(2z —sin2z) + C
2 4 4 4
1 2 1 1 1
/coszxdx = /+02059de = 4/(1 + cost)dt = Z(t—i-sint) = E(Qx +sin2z) + C

Uporabimo formuli za poloviéne kote sin§ = \/H% in cos 5 = \/HC%, ter uvedemo

novo spremenljivko ¢ = 2.

3. S pomogdjo integracije po delih (per partes) izracunajte naslednje integrale.

a)
/x?’ex dz = 2%" —B/xzex dz

(u =3, dv = e dz, du = 32° dz, v = %)
= 23" —32%e" +6 / xe® dz
(u =22, dv = " dz,du = 2z dz, v = %)
= 2%e® — 3z + 6ze” — 6/em dzx
(u=x,dv=e"dz,du = dz,v =€)
= 23" — 32%e” + 6ze® — 6% + C
Integracijo per partes smo uporabili trikrat.
b)
/xQCosazdx = mQSinx—Q/xsinxdm
(u = x?,dv = cos z dz, du = 2z dz,v = sinz)
= az?sinz 4 2zcosz — 2/cos:cdx

(u=x,dv =sinzdz,du = dz,v = —cosx)

= z’sinx + 2z cosx — 2sinx + C

Integracijo per partes smo uporabili dvakrat.

c)

/xln(x—l)d$ = x;ln(:n—l)—;/xmjldaj
<u-1n(x—1),dv-xdx,du-xd_xl,v—x;>
= x;ln(a}—l)—;/<x+1+mi1> dx
= x;ln(:v—l)—ff—;—;lnhv—ﬂ—i-c

d)

/lnmdz = xlnx—/dx:mlnx—x—i-C

(u-lnx,dv-dx,du- ?,v-w)
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. . T
arcsinzdr = zarcsinz — | ——dx
V1—22
. dx
(u = arcsinx,dv = dx,du = V=T
T

1 de
= xarcsinx+2/\/i::carcsinx—i—\/l—xQ—i—C

(t =1—22 dt= —dex)

£) (%) I = [ecosbrdr, a,beR

Integral izracunamo z dvakratno uporabo integracije po delih.
axr 1 axr b axr .
e cosbrdr = —e"cosbr+ — [ e sinbrdx
a a

1 b , v?
= —e"cosbr + e sinbr — — [ " cosbrdx
a a a
Prvienacaj: u = cosbr, dv = e** dz, du = —bsinbx dx, v = %e““. Drugi enacaj: u = sin bz,

dv =e*dx, du = bcosbrdz, v = ée‘“‘. Resimo enacbo

1 b _ 2
I = —e"cosbr + —e"sinbr — — 1,
a a a
ée‘”” cos bx + a%e‘” sin bx
I = =
1+ 8

4. Izracunajte naslednje integrale racionalnih funkcij.

a)

b)

/ da / 3 3 1/ da 1/ da
o _3 de = = _ -
2 —x —2 r—2 x+1 3) -2 3) z+1

1 1 1 x—2
= -1 -2|—-=1 1|==1 C
Sn]x ] 3n]m+\ 3nx+1‘+
Ulomek razstavimo na parcialne ulomke
1 A B (A+B)r+A-2B
2—z—-2 x—-2 x4+1 22—z —2 '

Wl

Dobimo sistem enach A+ B =0, A — 2B = 1, ki ima resitev A =1 in B = —

2 + 3 1 1
———dx = — dz =1 —2|+1 5|+ C
/(m—2)(w+5) x /<x—2+:):—|—5> z=Inlz—2|+1Infz+ 5[+

Ulomek razstavimo na parcialne ulomke

2z +3 A N B (A+B)x+5A-2B
(x—2)(x+5) -2 x+5 (x —2)(x+5)
Dobimo sistem enactb A+ B =2, 5A — 2B = 3, ki ima resitev A=1in B = 1.
/ x 1/ dx / dx 3/ dx
de = —= +2 - =
(x+1)(z+2)(x+3) 2) z+1 x+2 2) z+3

1 3
= —§1n|;v—|—1|—|—21n|:v—|—2\—51n|x+3|+0
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Ulomek razstavimo na parcialne ulomke

T A B C
(z+1)(z+2)(x+3) er1 T rr2 T oe3
(A+ B+ C)z? + (5A+ 4B +3C)z +6A + 3B +2C
(x+ 1) (z+2)(x+3) '

Dobimo sistem enacb A+ B+C =0,5A44B+3C =1, 6A+3B+2C = 0, ki ima resitev
A=-1,B=2inC=-3.

d)
1 1 1 1 T
dx = — dx = arctgr — tg— + C
/(x2+1)($2+2) z /($2+1 x2+2) T = arctgw \/iarcg\/i—k
Ulomek razstavimo na parcialne ulomke
1 _ Az+B Cx+D
(22 +1)(224+2) 2241 x?2 42
A+ O0)*+(B+D)a?+(2A+C)z+2B+D
N (2 4+ 1)(22 + 2)
Dobimo sistem enacb A+ C =0, B+ D =0,2A4+C =0, 2B+ D = 1, ki ima reSitev
A=0,C=0,B=1in D= —1.
e)

1 L e+l
d — 3 3 3 d
/$3+x2+2x+2 o /<x+1+ z2 492 .
B 1/ dx 1/ z dx +1/ dx
3 x+1 3) 2242 3) 2242

1 1 1 T
= Zlnlz+1] - >In|z? 42|+ ——=arctg— + C

Ulomek razstavimo na parcialne ulomke

1 A +B:U+C’_(A+B)x2+(B—|—C)3:—|—2A+C
B+r2+224+2 x+1 x2+2 3+ 2242 +2 '

Dobimo sistem enacb A+ B =0, B+ C =0, 2A+ C = 1, ki ima resitev A = %, B = —%
inC =1
3

Integral f ;21332 izra¢unamo z uvedbo nove spremenljivke ¢t = 22 4+ 2, dt = 2z dz in dobimo

zdx 1 dt 1 1
2 2 S = a2+ 2.
/x2+2 5 | 7 = gltl=gmk"+2

f) fziﬁdx

3 —22242x

Integral izracunamo z nastavkom za reSitev, ki ima za linearni faktor en logaritem, za
kvadratni faktor pa en logaritem in en arcus tangens

/ x+2 q / x+2 q
x3 — 222 4 2z z(2? — 2z +2)
= Aln|z| + Bln|z? — 22 + 2| + Carctg(z — 1).

Nastavek odvajamo

T+ 2 A B(2rx-2) C
rv(z? -2 +2) E+$2—2$+2+1+(1}—1)2
(A+2B)z? + (-24 - 2B + C)x + 24
N x(r? — 22+ 2) ’
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Dobimo sistem enacb A + 2B = 0, —2A — 2B+ C =1, 2A = 2, ki ima resitev A = 1,
B=—%in C =2. Sledi

2 1
/ﬁ_gwdlen]ﬂ—2ln|x2—2x+2|+2arctg(x—1)+K.

z°+1
g) f x+1)2+az 1) dz

Integral izracunamo z nastavkom za reSitev, ki ima dva logaritemska Clena, za vsak linearni
faktor po enega, prvi ¢len pa ustreza drugi potenci prvega faktorja

241 A
de = —— 4+ Bl 1 | —1).
/(x+1)2(x—1) x x+1+ njz+1|+Clnjzx — 1

Nastavek odvajamo

22 +1 -4 B C  (B+0C)a?+(2C—Az+A— B+C
G 121 (@+1)f a4l w1 e+ 12z 1)

Dobimo sistem enacb B+C =1,2C—-A=0,A— B+ C =1, kiimareSitev A=1, B= 3
in C = % Sledi

2
e +1 1 1 1
dz = -1 1|+ =1 -1+ K.
/(:):—i—l)Q(x—l) x x+1+2n\m—|— |+2n|33 | +

5. (&) Izracunajte integral iracionalne funkcije

/\/3+2xm2dx.

Integral izracunamo z nastavkom oblike

Adx
—__drx=0Q,_1(x)Varl+br+c+ | —————.
/\/az2+bx+c Qna(@) vax?+br+c

ZapiSemo nastavek
3+2 Ad
/\/3+2x—1:2da:: rers de = (Az 4+ B)V3+ 2z — 22 + S —
\/3+21:—a:2 V3 +2xr — 22

in odvajamo

3+ 2z — 22 2 — 2 A
— = AV3+4+2x—22+4+(Ax+ B +
V34 2r — x2 ( )\/3+2:1c—x2 V3 + 21 — 22
—2A22 4+ (BA—- B)x +3A+ B+ )\
V34 2x — x? '

Iz primerjave koeficientov dobimo sistem enacb —24 = -1, 34— B =2in34A+ B+ XA =3, ki
ima reSitev A = %, B = —% in A = 2. Sledi

1 2d

/\/3+2x—x2dx = —(z—-1) 3+2x—3:2+/ °
\/m
(x —1)V3+ 2z — a2 +2

4—(1—30)2

N~ N~ N

1—
(x — 1)V/3+ 2z — 22 — 2 arcsin T LK.
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DOLOCENI INTEGRALI
Newton-Leibnitzova formula:

b
/ F@)dz = F(b) — F(a),  Flz) = / F(z) da.

6. Izracunajte naslednje dolocene integrale.

4 4 2 - 1
a) / \/de:/ r2dr = -2
1 1 3

=1

|wo

2, 4 A ’ 21
)/<a:+ )x/(az—f—x):p (3—!—_3) 5
=1
B Bl 1
c) /2Sinxc052xd$:—/ t2dt = =
0 1 3 o 3
Substitucija: ¢t = cosz, dt = —sinzdz. Nove meje: x =0=t=1inx =5 =1t=0.

™

d iy 4z)d ! 7r'tdt ! t
)/0 sin (4x) w4/0 sintdt = -7 cost| =7

Substitucija: ¢t = 4z, dt = 4dx. Nove meje: x =0=t=0inz =7 =1{=r.

! de /4t_1 at = 203"
= 2 = 2
v4d—x 0 0

Substitucija: t =4 — x, dt = —dx. Nove meje: x =0=t=4inx=4=1t=0.

=4

I staz T 2sinzcosx T sinz ! 1
f)/ o / 4dx:2/ : dx:2/ At =—t7? =1
cos 0 cost z o cosdz 2 ¥2
Substitucija: ¢ = cosx, dt = —sinzdr. Nove meje: x =0=t=1inx =7 =1t= ?

a b
Upostevamo pravilo / f(z)da = —/ f(z)d.
b a

g)

d _
14302 " e‘”+3 de=2 | 5y 214

2
t
= |2t —4darctg—
( arc g2>

0

In5 Inb o 2 2 2

Nz N 4

/ A P 2 t dt:2/ <1— )dt
0 0

=4—-7

Substitucija: t? =e* — 1, 2tdt = e*dz. Meje: 2 =0=t=0inz=In5=1t=2.

_2e3+1

h) [ Pheds= et nal
)/195 nzdzr=go’lne| -3

Integral izracunamo po formuli per partes

b b b
/ udv:uv‘a—/ v du,
a a

. 3
kjer vzamemo u = Inz, dv = z?dz, du = %, v= .

s
i) / xsinzdr = —xcosz
0

kjer vzamemo u = x, dv = sinz dx, du = dx, v = cos x.

T ™ g
+ / cosrdr = m+ sinx‘ = 7 Integral izra¢unamo per partes,
0 0
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J)

2 9 2
/ sinzdr = —:z:2cosm‘ +2/ zcosxdx

_9 —2 _9
2

2
= —4COSQ+4COSQ+25L‘SiD(L" 2—2/ sin xz dx
- -2

= 4sin2 —4sin2 + 2cosx
= 2cos2—2cos2=0

‘ 2

Integral izra¢unamo dvakrat per partes, kjer najprej vzamemo v = 22, dv = sinzdz,

du = 2xdx, v = —cosz, nato pau =z, dv = cosx dz, du = dx, v = sinz. Opazimo Se, da
je integral lihe funkcije na simetri¢nem intervalu enak 0.

k)/3 L4 /31 ) do=(nfel ~Infe 1)) =1
= _— = n — In = 1n —
1 T+ a? o 1 \z x+1 g v ’ 2

A B A+ B A
Ulomek razstavimo na parcialne ulomke —— = — + _ A+ B+ . Dobimo
r+22 x4+ 1 z(r+1)

sistem enacb A+ B =0, A =1, ki ima reSitev A=1in B = —
1) /Oo x _/°° 2dt
Lo —1  Jy 1+¢2

Substitucija: t = vax — 1, dt = 2\/7 Meje: z=1=t=0inx=00=t=00

(o)
= 2arctant’ =

2 1
—dx
1 22V1+2?
Najprej izracunamo nedoloceni integral

/ C%zt :/cost df — / w2 du — — 1 :_\/1-1-332.
tg?t i

sin?t

m) (&) 1=

1
/$2\/1 —I—:U2

Uporabimo dve substituciji = tgt, de = ﬁ dt, V14 a2 = \/1 +tg?t = (/=L = L
. . _ . TR . .
in w =sint, du = costdt. Opazimo zvezo sint = Wiwnmt Vstavimo meje

cos t

()t

X

1
@2+ 3) @

Najprej izracunamo nedoloceni integral kot integral racionalne funkcije

/ 1 . 1/ da 1/ do 1 e
r = — —— — — —arctgr — arctg—— .
(2 + 1)(22 + 3) o) 211 2] s2y3 2T T L B3ME

Ulomek razstavimo na parcialne ulomke

o0
7. Izracunajt i int 11 =
zracunajte nepravi integra /1 21

1 _Aa:+B+C’:L"—|—D_(A+C'):B + (B + D)a? —|—(3A+C')w—|—3B+D
(22 +1)(22+3)  22+1 2 +3 (2 4+ 1)(2% + 3)
Dobimo sistem enacbh A+ C =0, B+ D =0,3A+C =0,3B+ D =1, ki ima resitev A = 0,
C':O,B:%inD:—%. Vstavimo meje in dobimo
7 <1 . 1 . > * o T
= | —arctgr — arctg—— - — .
2T | TR s
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UPORABA INTEGRALOV

Plosé¢ina lika, ki je omejen s krivuljo y = f(z) ter premicami y =0, x =ainz =1b

S = / f(z

Plosé¢ina lika, ki je omejen s krivuljama y = f(z) in y = g(x), kjer sta a in b abscisi presecisc

5= / (f(z) - g(a)) dz.

Dolzina loka krivulje y = f(z) med tockama a in b

= /b\/l—l—(y’)de.

Prostornina rotacijskega telesa (vrtenine), ki nastane, ¢e krivuljo y = f(z) med tockama a in b
zavrtimo okrog x osi

b
V:’ZT/ y?da.

Povrsina rotacijskega telesa (vrtenine), ki nastane, ¢e krivuljo y = f(x) med tockama a in b
zavrtimo okrog x osi

_%/ I ()2 da.

2 2
o I 1—2°, Jz| <1
1. Izracunajte inte ral/ xz)dz, kjer je f(x —{ ’ ’
J g _2f< ) jer je f(x) 1- |z, |z|>1

Ker je funkcija f podana z razlicnimi predpisi na razli¢nih podintervalih, integral izracunamo
tako, da seStejemo integrale na posameznih podintervalih

/_if(a:)dz = /_:(1+x)d$+/_11(1—xz)d$+/12(1—x)dx
2\ | =N NI
(++%) |2+(x3) ) t(e-%)

1
. Izrac¢unajte ploscino lika, ki je omejen s krivuljo y = m in premicami x = 2, x = 3 ter
abscisno osjo.

1

Ploséina je integral racionalne funkcije, ki ga izra¢unamo z uporabo parcialnih ulomkov
—6 - 6 A B 7(A+B)w+5A—B
5—dr—a22 2244r—-5 x—1 x+5 x2+4x -5
Dobimo sistem enacb A+ B = 0in 5A — B = 6, ki ima reSitev A = 1 in B = —1. Ker je krivulja

pod x-osjo sledi
3 3
S:—/6 dx:/ L1 dx
9 b —dx — 22 o \z—1 x+5

1 1] -1 5 ’ 17
= (In|z—1]—Infz+ \)’2—n1.

. Izra¢unajte plosé¢ino lika med grafom funkcije f(z) = sin z+cos x4+, abscisno osjo ter premicama
r=0inz = .

Ploséina lika je integral

i 2
S:/ (sinx 4 cosz + x) dxz(—cos:c—i-sina:—i-x)
0
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4. (&) Izracunajte ploséino lika, ki je omejen s krivuljami y = (z + 1)?, x = sin7y in y = 0.

Obmocje razdelimo na dva dela in izracunamo plosS¢ino vsakega dela posebej. Parabola y =
(x +1)? se dotakne abscisne osi v tocki x = —1 in se seka s krivuljo # = sin7y v tocki (0, 1),
zato je ploS¢ina prvega dela enaka

3 0

0 0
51:/ (:p+1)2dx:/ (x2+2x+1)dm:<:g+x2+:x>

-1 -1

-1

Krivulja = sin 7y seka ordinatno os v tockah y = 0 in y = 1, zato je plos¢ina drugega dela
enaka

! 1 12
ng/ sinwydyz——coswy’ = —.
0 T 0 7T
Pozor! Tu integriramo po spremenljivki y. Plos¢ina celotnega obmocja je

S—8 18 ="10
3

5. Izrac¢unajte ploséino lika, ki je omejen s krivuljami y = 22 — 1, y = %x + % iny=—-2x+4 2.

Obmocgje razdelimo na tri dele in izratunamo plos¢ino vsakega dela posebej. Premici se sekata
v tocki z absciso = = %, prva premica se seka s parabolo v tockah z abscisama z = —1 in z = %,
druga premica pa v tockah z abscisama x = —3 in x = 1. Presec¢iS¢a nam dajo integracijske meje

2 2 3

ST = = )l de =2

1 /_1<3$+3> 1y 1
! 1

Sy = /é (—2z+2)dex = T

! 4
S3 = / (:L‘Q—l)dl":g,

-1

D=

7
S = Sl+52+53:§.

6. Izracunajte dolzino loka krivulje y? = 23 med preseéiséema s premico 2y = x.

Najprej izracunajmo presecisca. Ker je z = 2y, je 3 = 8y in dobimo enacbo y? = 8y3, oz.

T1(0,0) in TQ(%, %) Dolzino loka izrac¢unamo po zgornji formuli. Ker je y = x%, jey = %ZL‘% in

25

B 61

1 9 4 (16 Ats

4 16 2

5:/ \/l—i-xdx:/ t7dt = -
0 4 9/, 93|

Nova spremenljivka: ¢t =1 + %x, dt = %dx. Kojexz=0,jet=1,in ko je x = %, jet=1g.

_%.

7. Izracunajte dolzino loka krivulje y =In (1 —2?) za 0 < z < %

Odvod krivulje je 3/ = 112;2. Sledi

422 14 22 2
V1T W) =4/1 = — 1 .
) LT P g L

— X

Zadnji ulomek razstavimo na parcialne ulomke

2 A B (A-Bx+A+B

1—x2_1—x+1+x_ 1— 22 ’
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10.

11.

12.

kjer je resitev sistema enacb A — B =0in A+ B =2 enaka A = B = 1. Dolzina loka

1 1
52/2 -1+ 22 d:c:/Q— ! ! dz
0 1-2z 0 l—-z 14z

1
2

1
= (- x—ln|x—1|+ln|x+1|) n3—§.

Izrac¢unajte dolzino loka krivulje y = chz za —1 < x < 1.

Odvod krivulje je y' = shz. Velja zveza ch?z — sh®z = 1. Sledi

1 1 1 1 1
s:/ \/1+Sh2mdx:/ \/ch2xdx:/ cha:dx:sha:‘ 1:25h1:e—7.
1 -1 - e

Izracunajte prostornino telesa, ki nastane, ¢e krivuljo y = 3\/z(1 —z)3, 0 < z < 1, zavrtimo
okrog x osi.

Prostornino izra¢unamo po zgornji formuli

vV = 7r/1<3 x(l—x)3>2dx:ﬁ/l()x(l—x)?’dx
0 0

L 9 4 x? 3zt b ' I
= 97T/O(m—31: —|—31:3—x)dx:977<2—:v3—|—4—5) 0:%.

Izrac¢unajte prostornino telesa, ki nastane, ¢e krivuljo y = e™%, 0 < x < 3, zavrtimo okrog x osi.

3
V= 7r/ e 2y = — Lo 2
0 2

Izrac¢unajte prostornino telesa, ki nastane, ¢e krivuljo y = vz sinz, 0 < z < 7, zavrtimo okrog
Z osi.

Prostornina je

0 2

3 (1—e Or

Upostevamo rezultat ene prejsnjih nalog. Prostornina je
™
V= 7r/ zrsinzdz = 7.
0
=T

Izracunajte prostornino in povrsino telesa, ki nastane, ¢e krivuljo y = v1—22, 0 < z < 1,
zavrtimo okrog z osi.

Prostornina rotacijskega telesa je

! z3 ! 21
V:ﬂ/(l—x2)dx:7r T — — = —.
0 3 3
0
1
Odvod krivulje je ¢/ = (—2z) = —L od koder sledi

2v/1 — 2
TG =

Povrsina rotacijskega telesa je

1 1
=927 V1—22. =27 de = 27rx‘ = 27.
/ \/—7x 0 0

1*$2 V1—22
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KRIVULJE V POLARNI IN PARAMETRICNI
OBLIKI

Polarne koordinate Parametricna oblika
r=r(p) z=ux(t), y=y(t)
L7, Lt
Ploscina zanke S=_ rede S=—- [ (zy—zy)dt
2 Ja 2 Ja
B b
Dolzina loka s = (r")2 +1r2de s = / Vi?+y?de
(03 a
B b
Prostornina vrtenine V= 7r/ r?dy V= 77/ y?i dt
[e% a
B b
Povrsina vrtenine | P = 27r/ rsinpy/(r)?2 4+ r2de | P = 27r/ yv 2 + g2 dt
(03 a

Vrtenina = rotacijsko telo.
1. Izracunajte plosc¢ino zanke x = 2cost, y = sint.

Krivulja je podana v parametriéni obliki. NariSemo jo tako, da za vsako vrednost parametra ¢
izra¢unamo koordinati x in y. Dobimo elipso z glavnima polosema ¢ = 2 in b = 1.

T
N

Slika 6: Graf krivulje = 2cost, y = sint: elipsa.

Uporabimo zgornjo formulo. Ker je z(t) = 2cost, je #(t) = —2sint in ker je y(t) = sint, je
y(t) = cost. Plos¢ina je
1 2w ) 5 2 ) . o
522/ (2cos®t + 2sin” t) dt:/ (cos“t + sin t)dt:to = 27.

=1
2. Izracunajte plo¢ino obmoéja r = sin® p, 0 < ¢ < 7.

Krivulja je podana v polarnih koordinatah. NariSemo jo tako, da pri posameznih kotih dolo¢imo
polmer. Za kote ¢ = 0, ¢, §, 5 dobimo polmere r = 0, i, %, 1. Tako nadaljujemo Se za ostale kote
od 0 do 27 in dobimo dvojno zanko - osmico (glej sliko). Ker ra¢unamo ploséino le za 0 < ¢ < T,

je to le ploscina zgornje zanke. Uporabimo zgornjo formulo in dobimo

1 [7 1 [7 1
S = / sin4g0d<p:/ singsin® pdp = = | —cospsin® ¢
2 Jo 2 Jo 2

T T2 2
+3/ sin” p cos” pdyp
0 0
|
=0

™
3 [M1 5 3 [™1—cosdp 3 1 . 3m
= 2 Zsin?opdp=" [ B ap= 2 (o Tsindp)| =T
2/0 T 8/0 2 4 16<‘p g 90)‘0 16

V drugem koraku integriramo po delih: u = sin® ¢, dv = sinpdp, du = 3sin? pcos pdp,

v = —cosp. V tretjem koraku upostevamo formulo za sinus polovicnega kota sin? ¢ = %.
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Slika 7: Graf krivulje r = sin® ¢, 0 < ¢ < 7: lemniskata.

3. Izracunajte dolzino loka krivulje z = %, y=2-— %, y > 0.

Ker mora biti y > 0, je 2 — % > 0 in zato t < v/8. Ker je z(t) = %, je (t) = t° in zato
#2(t) = t'9. Ker je y(t) = 2 — %, je §(t) = t3 in zato ¢%(t) = t5. Dolzino loka izra¢unamo po
zgornji formuli in dobimo
Ve V8 19 159 13
s :/ V0 +t6dt:/ BV 1dt = / wrdu=—u2| =—.
0 0 4 1 6 1 3
V drugi vrstici uporabimo substitucijo u = t* + 1 z diferencialom du = 4t3dt. Ko je t = 0, je
u=1inkojet= 8, jeu=09.

4. Izracunajte dolzino zanke r = a(1 + cos ), a > 0.

Krivulja je sklenjena (slika za a = 2).

Slika 8: Graf krivulje r = 2(1 + cos ¢): kardioida.

Ker je r = a(1 + cos ¢), je ' = —asinp, 72 = a®(1 + cos p)? in ()2 = a?sin? . Dolzino zanke

izracunamo po zgornji formuli. Zanka se zakljuéci, ko ¢ pretece vse kote od 0 do 27. Ker sta
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zgornji in spodnji del zanke enaka, lahko integriramo samo od 0 do 7 in mnozimo z 2

™ ™
s = 2/ \/CLQSichp—i—aQ(l—l—cosgo)?dgo:2a/ \/sin2<p+cos2g0+1+2(:os<pdap
0 0 |\ ———
=1

™ s SO ™ (p (p T
= 2a/ \/2+2008g0d<p:2a/ ,/400822d<p:4a/ cos§d¢:8asin§ . = 8a.
0 0 0

V tretjem koraku upostevamo formulo za kosinus poloviénega kota 1 + cos ¢ = 2 cos? 2.
. Izracunajte prostornino in povrsino telesa, ki nastane, ¢e krivuljo 7 = /cos2¢p, 0 < ¢ < 7,

zavrtimo okrog osi x.

Prostornino izra¢unamo po zgornji formuli in dobimo

™

I 2 I z
V:ﬂ'/ (\/cos2gp) dgpzw/ cos2cpdg0:gsin230; :g.
0 0
e .. . . sin2p | 1 .
Povrsino izracunamo po zgornji formuli. Ker je v’ = ————= in \/r? + (1)2 = ——, sledi

\/cos? p Vcos2p’

T 1 1
P:27r/0 \/COSQQO'SiHCp'\/mdQDZQW/O sinpdy = —2mcosp

™

g =71(2 - V?2).

. () Izracunajte prostornino in povrsino telesa, ki nastane, ¢e zavrtimo astroido = = asin®t,
y = acos®t okrog osi .

Astroida je narisana za a = 1.

-1

Slika 9: Graf krivulje x = sin®¢t, y = cos® t: astroida.

Ker je 2(t) = asin®t in y(t) = acos’t, je #(t) = 3asin®tcost in 7(t) = —3acos®tsint. Pros-
tornino rotacijskega telesa izracunamo po zgornji formuli in dobimo

™ 2
vV = 7T/ a?cosbt - 3asin®tcostdt =2 - 37m3/ (1 —sin?t)®sin® t cos t dt
0 0

= 67Ta3/2 (1 —u?)3u? du = 6ma’ /2 (u2 — 3ut + 3ub — u8) du
0 0

1
6mad ud 3ub +3u7 u? 32ma’
Ta = .
3 5 7 9 105

V drugi vrstici uporabimo enakost sin® z + cos?z = 1 in simetrijo astroide, v tretji vrstici pa
substitucijo u = sint z diferencialom du = costdt. Kojet =0, jeu=0inko jet = 7, jeu = 1.
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Povrsino rotacijskega telesa izra¢unamo po zgornji formuli. Ker je

\/W = \/ 9a2 sin® t cos? t + 9a2 sin? t cos* t

= \/9@2 sin? ¢ cos?t (sin?t + cos® t) = 3asint cost,
—_—

=1

sledi
™ ™
P = 27r/ acos®t - 3asint cost dt = 67ra2/ cos*tsintdt
0 0
-1 51 12 2
U a
= 67ra2/ (—ut)du = 6ma®—| = -
1 5 5
V drugi vrstici uporabimo substitucijo © = cost z diferencialom du = —sintdt. Ko je t = 0, je

a b
u =1, in ko je t = 7, je u = —1. Upostevamo Se formulo / f(x)dz = —/ f(z)dz.
b a

. Izracunajte povrsino telesa, ki nastane, ¢e zavrtimo cikloido = r(t —sint), y = r(1 — cost) na
intervalu 0 <t < 27 okrog osi .

Cikloida je narisana za a = 1.

b 2n

Slika 10: Graf krivulje x =t —sint, y = 1 — cost: cikloida.

Povrsino rotacijskega telesa izra¢unamo po zgornji formuli. Ker je # = r(1 —cost), y = rsint in

t
Vi?+y? = \/r2(1 —2cost + cos?t) +r2sin®t = rv/2 — 2cost = 2rsin 3
sledi

2 t 2 t
P = 27r/ r(1 —cost) - 2rsin - dt = 87r7’2/ sin® — dt
0 2 0 2

T 1
= 167rr2/ (1 — cos? u) sinu du = 167rr2/ (1—2v*)dv
0

—1
3 1 2
— 1671'7"2 <U o U) ‘ 1 _ 647['7’

3 3

V drugem koraku uporabimo substitucijo u = %, v tretjem pa substitucijo v = cosu ter zamen-
jamo meje.
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